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Kapitel 1

Einleitung

Partielle Di®erentialgleichungen werden in den Geistes-und Naturwissenschaften ange-

wendet. Besondersanschaulich sind partielle Di®erentialgleichungen, die physikalische

Gesetzebeschreiben. Nun, wie ¯ndet man Funktionen, die eine partielle Di®erential-

gleichung erfÄullen? Ziel dieserArbeit ist es, einen kleinen Einblick in ein nummerisches

LÄosungsverfahren,die Methode der ¯niten Elemente, zu gewÄahren.

1.1 Arb eitsumfang

BeginnendmÄochte ich darÄuber informieren, was ich im RahmendieserMaturaarbeit leis-

tete. Ich mÄochte auch klar zwischen den Programmentrennen, die von mir geschrieben

wurden und jenen,die ich fÄur meineZwecke verwende,die aber nicht von mir stammen.

DiesesDokument wurde vollstÄandig von mir geschrieben. Die Abbildungen, sofernnichts

anderesvermerkt, wurden von mir erstellt.

Die im Anhang enthaltenen Quellcodeswurden von mir geschrieben. Dies sind folgende

Programme:

fÄur den TI92+:

es_gauss

comp_all

comp_kg

putkp

delrows
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fÄur den Computer:

edgesraw_export.py

example.pov

f_0

f_all

f_grav

fg_uvdome

fix_base

fix_point

fix_below0

f_point

import_edgesraw

import_raw

modify_problem

povmodel

solve_ges

Das Programm edgesraw_export.py ist in Python geschrieben. Es dient als Exportpro-

gramm fÄur Blender.Die Datei example.pov ist ein BeispielfÄur einePOV-Ray-Szene.Alle

anderenProgrammefÄur den Computer sind Octave-Programme.Alle dieseDateien sind

Textdateien,esmusskeinesdieserProgrammecompiliert werden.

Die ProgrammeOctave, Blender, POV-Ray und LATEX stammennicht von mir!

Die Programmcodes meiner Programme scheinen auf den ersten Blick sehr kurz. Ich

mÄochte aber darauf hinweisen,dasses einigesmehr an Arbeit verlangt, ein Programm

zu schreiben als ein Fliesstext gleicher LÄange.Man musssich zuerst in die Programmier-

sprache einarbeiten, die Syntax und Eigenheitender Programmiersprache kennenlernen.

Dann mussdasProgramm entwickelt und getestetwerden.Dabei werdenviele Zeilen ge-

schrieben,wiedergelÄoscht, verschobenund angepasst.Mehr zu denProgrammiersprachen

ist im folgendenAbschnitt zu ¯nden.

1.2 Programmiersprac hen und Soft ware

WÄahrend dieseArbeit entstand, mussteich mich in verschiedeneSoftware und Program-

miersprachen einarbeiten.
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1.2.1 LATEX

http://www.latex-project.org/

DiesesDokument wurde mit LATEX (ausgesprochen: laatech) gesetzt.LATEX ist nicht inter-

aktiv wie z.B. MS Word oder OpenO±ce.Einfach gesagterstellt manzuersteineTextdatei

mit demText und Satzanweisungen.Darausmacht LATEX dann ein druckbaresDokument.

LATEX war nicht ganzneu fÄur mich, ich hatte schon mehrereDokumente, unter anderem

meine SLA, mit LATEXverfasst.Die StÄarke von LATEXzeigt sich vor allem beim Satz von

mathematischen Formeln.

1.2.2 TI 92+, TI-BASIC

http://education.ti.com/

Ich besitzedenTaschenrechner TI 92+ von TexasInstruments. Es ist mÄoglich auf demTa-

schenrechner Programmezu schreiben.Die Sprache ist eineArt von BASIC, siewird gele-

gentlich TI-BASIC genannt. DieseProgrammewerdennicht compiliert, sonderninterpre-

tiert.

DieseSpracheist einfach zu erlernen.Die Dokumentation ist nicht sehrgut, waseineReihe

von Versuchen nach sich zieht. Leider fehlen auch einige Funktionen wie echte Pointer,

GrÄossenÄanderungenvon Matrizen und dasLÄosenvon Matrizengleichungen.

1.2.3 Octa ve

http://www.octave.org/

Octave ist eineHochsprache fÄur nummerische Berechnungenmit Matrizen. Viele Opera-

tionen sind bereits eingebaut,wie z.B. das LÄosender Gleichung M x = a. Ausserdemist

der Umgang mit Matrizen sehr fortgeschritten. Es kÄonnen z.B. ganzeTeilbereiche einer

Matrix auf einmal geÄandert werden.

Octave war fÄur mich vÄollig neu. Ich arbeitete mich in kurzer Zeit ein. Es ist erstaunlich

wie rasch mancheZieleerreicht werdenkÄonnen.Die Anzahl ZeilendesProgrammcodesist

zwar klein, dafÄur aber die Zeit, die man beim Programmierenpro Zeile aufwendenmuss

umsogrÄosser.
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1.2.4 POV-Ra y

http://www.povray.org/

POV-Ray ist ein Raytracer. Er erstellt aus einer Beschreibung einer virtuellen, dreidi-

mensionalenSzeneim Textformat ein Bild. Es kÄonnen eine Kamera, Lichtquellen und

verschiedeneObjekte, wie z.B. Kugeln, Quader, Zylinder, Ebenen, Isosurfaces,Meshes

und Kombinationen von Objekten, de¯niert werden. Das Bild wird dann berechnet, in-

demLichtstrahlen zurÄuckverfolgt werden.POV-Ray gehÄort zu den qualitativ bestenRay-

tracern. In dieser Maturaarbeit werden allerdings nur wenige Features von POV-Ray

verwendet.

Da ich schon seit lÄangererZeit ab und zu damit arbeitete, entschied ich mich, POV-Ray

fÄur die Visualisierungzu verwenden.POV-Ray bietet sehrvieleEinstellungsmÄoglichkeiten.

Sokann denBildern ein schÄonesdreidimensionalesAussehenverliehenwerdenund gleich-

zeitig einemÄoglichst gute Informationstreue aufrecht erhalten werden.

1.2.5 Blender

http://www.blender3d.org/

Um Fachwerke interaktiv zu erstellenverwendeich Blender. Blender gehÄort zu den bes-

ten 3D-Modellern. Das Interface ist allerdings ungewohnt. Es ist zwingend erforderlich

wenigstensein Tutorial fÄur AnfÄangerzu lesen.

Von den vielfÄaltigen Funktionen, die Blender bietet, musste ich nur wenigeGrundlagen

zum Arbeiten mit Mesheslernen. Ich mussteallerdings noch einen Exporter in Python

schreiben,da BlendersSkriptsprachenun einmalPython ist. Daswar aber nicht zu schwie-

rig, da ich ein anderes,grÄosseresSkript als Vorlagezu Hilfe zog.

1.3 Verw endete Quellen

Als Grundlage dieser Arbeit diente das Buch Finite Elemente - Ein Einstieg von Rolf

Steinbuch[3]. Weitere Quellen und weiterfÄuhrendeLiteratur ¯nden sich im Literaturv er-

zeichnis.
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1.4 Up dates im In ternet

DiesesDokument und auch die LATEX-Quellen kÄonnenunter folgenderAdresseherunter-

geladenwerden:

http://www.andonyar.com/rec/2005-05/fem/

Dort werdenauch Äuberarbeitete oder ausgebauteVersionendieserArbeit publiziert, falls

ich Zeit und Lust ¯nden sollte, an solchen zu arbeiten.
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Kapitel 2

Einf Äuhrung

2.1 Was sind Di®eren tialgleic hungen

Eine Di®erentialgleichung ist eine Gleichung in der eine Funktion und ihre Ableitungen

vorkommen.Ziel ist es,diejenigenFunktionen zu ¯nden, die dieseGleichung erfÄullen.

Beispiel 1 Ein einfachesBeispiel ist die folgendeDi®erentialgleichung:

dy
dx

= y (2.1)

Ihre LÄosungensind einfach zu ¯nden: y(x) = ex + c

Als Kurzschreibweise fÄur y(x) verwenden wir y und fÄur die Ableitungen entsprechend

y0 = dy
dx .

2.2 Gew Äohnlic he Di®eren tialgleic hungen

Als gewÄohnliche Di®erentialgleichung (ordinary di®erential equation, ODE) bezeichnet

man Di®erentialgleichungen mit normalen Funktionen, d.h. Funktionen, die nur ein Ar-

gument haben.

Eine Di®erentialgleichung der Form

an (x)y(n) + ::: + a1(x)y0+ a0(x)y = b(x) (2.2)
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wird als lineare Di®erentialgleichung n. Ordnung bezeichnet. Falls b(x) ´ 0 heisst die

Gleichung homogen,anderenfallsinhomogen.

2.2.1 Analytisc he LÄosung

Es gibt viele Methoden Di®erentialgleichungenje nach ihrer Form analytisch zu lÄosen.

LineareDi®erentialgleichungen1. Ordnung sind einfach zu lÄosen.Ist a(x) ´ 0, dann muss

lediglich auf beidenSeitenintegriert werdenum die LÄosungenzu ¯nden. Ist die Gleichung

homogen,wird so vorgegangen:

y0 = ¡ a(x)y (2.3)
y0

y
= ¡ a(x) (2.4)

(ln(y))0 = ¡ a(x) (2.5)

y = ce¡
R

a(x)dx (2.6)

Ist b(x) keineNullfunktion, sowird die Sache etwasschwieriger. Der Trick besteht darin,

dassman die Gleichung auf beidenSeitenmit einemunbekannten integrierendenFaktor

¹ (x) multipliziert.

¹ (x)y0+ ¹ (x)a(x)y = ¹ (x)b(x) (2.7)

KÄonnten wir die linke Seiteals d
dx (¹ (x)y(x)) schreiben, dann kÄonnten wir wieder einfach

beideSeitenintegrieren.Um nun den richtigen integrierendenFaktor zu ¯nden mussalso

obigesder linken Seiteder Di®erentialgleichung gleichgesetztwerden:

d
dx

(¹ (x)y(x)) = ¹ (x)y0+ ¹ (x)a(x)y (2.8)

Mit der Produktregel fÄur Ableitungen sehenwir:

d
dx

(¹ (x)y(x)) = ¹ 0(x)y(x) + ¹ (x)y0(x) (2.9)

Damit muss¹ 0(x) = ¹ (x)a(x) sein.DieseGleichung kÄonnenwir bereitsnach ¹ (x) au°Äosen

und deshalbdie ursprÄungliche Di®erentialgleichung so schreiben:

d
dt

(¹ (x)y(x)) = ¹ (x)b(x) (2.10)

DieseDi®erentialgleichung kÄonnenwir auf beidenSeiten integrieren und dann nach y(t)

au°Äosen.Wir kommenauf die LÄosung

y(t) =
1

¹ (x)

µ Z
¹ (x)b(x)dx + c

¶

(2.11)
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Durch einsetzenvon ¹ (x) ergibt sich die allgemeineLÄosungsformel:

y(t) = e¡
R

a(x)dx
µ Z

e
R

a(x)dxb(x)dx + c
¶

(2.12)

Weitere LÄosungsmethoden sind z.B. die Sturm-Liouville-Theorie fÄur Di®erentialgleichun-

gen 2. Ordnung, die Laplace-Transformation und weitere Integraltransformationenoder

die Methode der getrennten VerÄanderlichen.[5]

2.2.2 Nummerisc he LÄosung

FÄur kompliziertereDi®erenzialgleichungen,die oft nicht analytisch gelÄost werdenkÄonnen,

sind nummerische LÄosungsmethoden vorhanden.Die populÄarste ist sicherlich die Runge-

Kutta-Metho de. Eine weitere Methode ist z.B. die Galerkin-Methode.

Hinter all diesenMethoden steckt ein einfachesPrinzip. Haben wir eine Di®erentialglei-

chung der Form

y0 = f (x; y) (2.13)

kann man in jedem Punkt P(x; y) die Steigungberechnen, welche der Graph in diesem

Punkt hÄatte. SoerhÄalt man ein Richtungsfeldwie esin denBildern 2.1,2.2 und 2.3 zu se-

henist. Ist nun ein Randwert (z.B. y(0) = 1) bekannt, kann man im entsprechendenPunkt

beginnen(z.B. P(0; 1)). Dort ist die Steigungder Tangente bekannt. Man fÄahrt nun ein

kleinesStÄuck der Tangente entlang. An diesemOrt ist aber die Steigungwiederbekannt.

Also kann man erneut der Tangente durch diesenneuenPunkt entlangfahren. Dadurch

entsteht zwar jedesMal ein kleiner Fehler, doch das Resultat ist eine gute NÄaherungan

die gesuchte Funktion.

2.3 Partielle Di®eren tialgleic hungen

Eine Di®erentialgleichung mit einer partiellen Funktion (z.B. u(x; y; z)) wird partielle

Di®erentialgleichung (PDE) genannt.

Beispiel 2 Wellengleichung

@2u
@x2

+
@2u
@y2

+
@2u
@z2

=
1
c2

@2u
@t2

(2.14)

c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeitder Welle.
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Abbildung 2.1: Richtungsfeld der Di®erentialgleichung y0 = y

Abbildung 2.2: Richtungsfeld der Di®erentialgleichung y0 = y ¤ x

Abbildung 2.3: Richtungsfeld der Di®erentialgleichung y0 = sin(y + x)
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Meistenswird die gesuchte Funktion mit u bezeichnet. FolgendeKurzschreibweisenwerden

verwendet:

u(x; y; z) = u (2.15)
@u
@x

= ux (2.16)

@2u
@x@y

= uxy (2.17)

Bei partiellen Di®erentialgleichungenwird nicht dasgewÄohnliche d, sonderndaspartielle

@verwendet.

PDEs sind in den Naturwissenschaften, vor allem in der Physik, sehr wichtig. Hier noch

einigeBeispiele:

Beispiel 3 Eine grundlegendePDE ist die Gleichungvon Laplace:

uxx + uyy + uzz = 0 (2.18)

Die LÄosungendieserGleichungwerden harmonischeFunktionen genannt.Sie werden be-

nutzt um z.B. elektrische oder gravitationale Felder zu beschreiben. Eine allgemeinere

Form ist PoissonsGleichung:

uxx + uyy + uzz = f (x; y; z) (2.19)

Beispiel 4 Die Hitze-Gleichungbeschreibt die Temperatur in einem bestimmtenBereich

Äuber eine Zeitspanne.

ut = k(uxx + uyy + uzz) (2.20)

wobei k die WÄarmeleitfÄahigkeit desMaterials ist. Die Hitze-Gleichungist eine Di®usions-

gleichung.

PDEs zweiter Ordnung werdenfolgendermassenunterteilt:

Auxx + 2Buxy + Cuyy + Dux + Euy + F = 0 (2.21)

Z =

0

@
A B

B C

1

A (2.22)
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Ist die Determinante der Matrix Z grÄosserals 0, so ist die Di®erentialgleichung elliptisch,

ist sie kleiner als 0, ist die PDE hyperbolisch und parabolisch ist sie, wenn die Determi-

nante gleich 0 ist.

Ein Beispiel einer hyperbolischen PDE ist die Wellengleichung. Elliptische PDE ¯nden

ihre Anwendungbei stationÄaren Feldproblemen.Die Laplace-Gleichung gehÄort zu dieser

Gruppe. Parabolisch sind z.B. die Di±usionsgleichungen.

2.3.1 Randb edingungen

Bei partiellen Di®erentialgleichungen haben Randbedingungeneine andereStellung als

bei ordinÄaren Di®erentialgleichungen. Eine ODE und ihre Randbedinungen bzw. ihren

Startwert kÄonnengetrennt voneinanderbehandeltwerden.Soist esoft mÄoglich eineODE

allgemeinzu lÄosenund nachher den Startwert einzusetzen.Bei partiellen Di®erentialglei-

chungensind die Randbedingungenfest mit der Aufgabestellungverbunden.

Beispiel 5 Denken wir an die Wellengleichungin der Ebene. Es lassensich nun vie-

le Aufgabestellungen formulieren: Denken wir an eine Membran, die in einem Quadrat

eingespannt ist und in der Mitte mit einer harmonischenBewegung angeregt wird. Was

geschieht?Oder nehmenwir die selbe Membran, auf einer Seite eingespannt und auf der

anderen schwingtsie harmonisch.Auch eine Mischungausallem wÄare denkbar. Die Mem-

bran ist an einemOrt eingespannt, an einemanderen Ort endetsie frei und irgendwowird

sie erregt.

2.3.2 Analytisc he LÄosung

Im allgemeinenist eseinigesschwierigerpartielle Di®erentialgleichung analytisch zu lÄosen,

als gewÄohnliche. Manchmal kÄonnensiegelÄost werdendurch eineBÄacklundtransformation,

mit einer Funktion von Green, durch eine Integraltransformation oder mit einem Lax-

Paar.[6]

Manchmal lassensich durch (physikalische) ÄUberlegungeneineLÄosungfÄur einePDE (und

ihre Randbedingungen)ausden Fingern saugen.

Beispiel 6 Suchenwir eine LÄosungfÄur die eindimensionaleWellengleichung

uxx =
1
c2

utt (2.23)
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und folgendeRandbedingungen:Stellen wir uns eine unendlich lange Saite vor, die im

Ursprung harmonischmit der Amplitude 1 und der Periodendauer2¼schwingt.

Im Ursprung mussdie gesuchteFunktion mit der Randbedingung Äubereinstimmen:

u(0; t) = sin(t) (2.24)

Die Welle hat die Ausbreitungsgeschwindigkeitc. Die Entfernung von einem Punkt bis

zum Ursprung dividiert durch c ergibt die Zeit, die die Welle benÄotigt um vom Ursprung

bis zum Punkt zu gelangen.Also ergibt sich fÄur einen beliebigenPunkt x:

u(x; t) = u(0; t ¡
x
c

) (2.25)

Die gesuchteFunktion lautet also:

u(x; t) = sin(t ¡
x
c

) (2.26)

TatsÄachlich erfÄullt dieseFunktion die Wellengleichung.

Eineeinfach zu verstehendeanalytischeMethodeist dieMethodedergetrennten VerÄander-

lichen.[8] (Nicht zu verwechselnmit derMethodedergetrennten VerÄanderlichenfÄur ODEs!)

Siebasiert auf der Annahme, die LÄosungsfunktionsei von der Form

F = f 1(x1) ¢f 2(x2) ¢¢¢f n (xn ) (2.27)

oder

F = f 1(x1) + f 2(x2) + ¢¢¢+ f n (xn ) (2.28)

Dies Teilt die PDE in mehrereODEs auf, die einzelngelÄost werdenkÄonnen.

Beispiel 7
@2F
@x2

+
@2F
@y2

+
@2F
@z2

= 0 (2.29)

Wir nehmenan

F (x) = X (x) + Y(y) + Z(z) (2.30)
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Unter dieserAnnahmegilt

@2F
@x2

=
d2X
dx2

(2.31)

Das Analogegilt fÄur Y und Z .

Die Gleichung2.29 kann also auch als

d2X
dx2

+
d2Y
dy2

+
d2z
dz2

= 0 (2.32)

geschrieben werden.

Setzenwir

d2X
dx2

= c1 ;
d2Y
dy2

= c2 ;
d2Z
dz2

= c3 (2.33)

so mussnach 2.32 gelten:

c1 + c2 + c3 = 0 (2.34)

Wir haben jetzt drei ODEs, die wir einzeln lÄosenkÄonnen. In diesemBeispiel ist einfach

zweimalzu integrieren.

X (x) =
1
2

x2c1 + xp1 + q1 (2.35)

Y(y) =
1
2

y2c2 + yp2 + q2 (2.36)

Z (z) =
1
2

z2c3 + zp3 + q3 (2.37)

In die Annahmeeingesetzterhalten wir die LÄosung:

F (x; y; z) =
1
2

x2c1 + xp1 +
1
2

y2c2 + yp2 +
1
2

z2c3 + zp3 + q (2.38)

Diese LÄosungzum Test in die Gleichung2.29 eingesetztzeigt, dasswir tatsÄachlich eine

mÄoglicheLÄosungder Di®erentialgleichunggefundenhaben.

2.3.3 Nummerisc he LÄosung

Nummerische LÄosungsmethoden fÄur partielle Di®erentialgleichungengibt esviele.[2]

Oft wird eine LÄosungsmethode verwendet, die auf das Problem zugeschnitten ist. Dabei

werdenoft auch physikalischeArgumentationen verwendet,die keinendirekten mathema-

tischen Zusammenhangmit der PDE haben.
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In dieserArbeit wird die Methode der ¯niten Elemente vorgestellt. Sie ist einesehraus-

gewachseneMethode und wird in vielen Problemenangewendet.ProfessionelleKonstruk-

teure und Ingenieurebenutzen dieseMethode mit Erfolg.
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Kapitel 3

Problemstellung und Fachwerk

Wir werdendie Methodeder ¯niten Elemente an einerKuppel demonstrieren.Wir werden

siebelastenund Spannungenund Kr Äafte ermitteln. TatsÄachlich lassensich viele Situatio-

nen ausmalen,die eineBerechnung einer Kuppel nÄutzlich machen wÄurden. In der Archi-

tektur von grossenGebÄauden kommen oft Kuppeln vor. Wie muss eine Kuppel gebaut

sein, dasssie ihre eigeneLast tragen kann? HÄalt sie auch dem Schneeim Winter stand?

WÄurde die Kuppel einesAtomreaktors einenFlugzeugeinsturzÄuberleben?

3.1 Diskretisierung

Wie der Name andeutet, arbeitet die Finite Elemente Mehtode mit Elementen ¯niter

GrÄosse.Ein Kontinuum, alsoz.B. ein massivesBauteil, wird in Elemente, z.B. Tetraeder,

unterteilt.

Bei Fachwerken, alsoBauwerken ausStÄaben, wie z.B. ein Kran oder ein Hochspannungs-

mast, liegt die Diskretisierung mit ZugstÄaben nahe.

3.2 Statisc h unterb estimm te Fachwerk e

Es kommt Äofter vor, als man zunÄachst denken kann, dassein Fachwerk statisch unterbe-

stimmt ist. Dies bedeutet,dassBewegungenim Fachwerk mÄoglich sind, ohnedassKr Äafte

dabei entstehen oder dazu nÄotig sind.

Ein Fachwerk besteheausdenKanten einesWÄurfels.Die unteren vier Kanten seien¯xiert.
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Abbildung 3.1: Ein unterbestimmtes Fachwerk

Es ist leicht zu erkennen,dassdiesesFachwerk statisch unterbestimmt ist. Eskippt einfach

um, da die ZugstÄabean denKnotenpunkten ja losegelagertsind, wodurch sich der Winkel

zwischendenZugstÄaben,die sich in einemPunkt tre®en,ohneKraftaufwand Äandernkann.

Etwas schwieriger wird es bei dem Fachwerk, das im Bild 3.1 gezeigtwird. Die unteren

vier Punkte seienwiederum ¯xiert. Das Fachwerk ist statisch unterbestimmt, denn man

kann ihm einenseitlichen Schubs geben und esfÄallt um (rot eingezeichnet im Bild).

Das im Bild 3.2 gezeigteFachwerk kann nicht seitlich umkippen. Auf den ersten Blick

erscheint esals statisch bestimmt. In Tat und Wahrheit ist esdas aber nicht. Es kÄonnte

sich drehenund so in sich zusammenfallen.Um diesesProblem zu lÄosenkann man Dia-

gonalelemente einsetzen.Dadurch wird dasFachwerk statisch bestimmt.

Als FaustregellÄasst sich notieren, dassdas Bilden von Dreiecken mit den ZugstÄaben mit

grÄossererSicherheit zu einem statisch bestimmten Fachwerk fÄuhrt, als das Formen von

Polygonenmit mehr als drei Ecken.

3.3 M Äoglic he Fachwerk e

Das einfachste Fachwerk fÄur eineKuppel wÄare sicherlich einePyramide wie in Bild 3.3.
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Abbildung 3.2: Ein unterbestimmtes Fachwerk

Abbildung 3.3: Die denkbar einfachste Kuppel
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Abbildung 3.4: Einfache globusartigeKuppel

Abbildung 3.5: FeinereGlobuskuppel
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Abbildung 3.6: Ikosaeder

Abbildung 3.7: Kuppel ausvielen Dreiecken
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Denkbar als Fachwerk einer Kuppel ist das KoordinatensystemeinesGlobus mit zusÄatz-

lichen Diagonalelementen. Abbildung 3.4 und Abbildung 3.5 zeigensolche Fachwerke.

Eine andere Variante wÄare, die Kuppelober°Äache mit mÄoglichst deckungsgleichen und

mÄoglichst gleichseitigenDreiecken anzunÄahern.Ein Ikosaederbesteht auszwanzig gleich-

seitigenDreiecken. Man kÄonnte also wie in Abbildung 3.6 den Ikosaederals Kuppel ver-

wenden.Um einefeinereUnterteilung zu bekommen,kann man schritt weisedenIkosaeder

weiter unterteilen. Bild 3.7zeigt einesolcheKuppel nach drei Unterteilungsschritten. Die-

seDreiecke sind natÄurlich nicht mehr gleichseitig.[4, 7]

3.4 Belastung und Fixierung

Wir wollen berechnen, wie grossdie Belastung durch das Eigengewicht der Kuppel ist.

FÄur jeden Knotenpunkt, wo sich die StÄabe desFachwerks tre®en,geben wir die gleiche

senkrechte Kraft vor.

Wir verankern unsereKuppel im Boden, so dasssich die untersten Knotenpunkte nicht

bewegenkÄonnen.
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Kapitel 4

Mathematisc he Grundlagen

Um dasFachwerk zu berechnen sind einigephysikalische und mathematische ÄUberlegun-

genanzustellen.

4.1 Zugstab

Wir reduzierendasProblem zuerst auf einenZugstab in einer Dimension.

Einigen wir uns auf folgendeBezeichnungen:

¾ Spannung

" Dehnung

¢ l VerlÄangerung

l LÄange

F Kraft

A Querschnitts° Äache

E ElastizitÄatsmodul

Einige wichtige ZusammenhÄangelassensich sofort erblicken:

" =
¢ l
l

(4.1)

¾=
F
A

= E" = E
¢ l
l

(4.2)

De¯nieren wir die Stei¯gkeit k als Quotienten von der Kraft F und der VerlÄangerung,die

durch die Kraft F entsteht.
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Abbildung 4.1: Kr Äafte und Verschiebungenam Zugstab (Bild aus [3])

k =
F
¢ l

=
EA
k

(4.3)

In derTat ist k diesogenannte Federkonstante, wennwir denZugstabalsFederbetrachten,

die unbelastet l lang ist und eineAuslenkungvon ¢ l hat, denn esgilt F = ¡ k¢ l.

Wie in der Darstellung 4.1 abgebildet, wirken auf die StabendenE1 und E2 Kr Äafte in

x-Richtung. DieseKr Äafte bezeichnen wir mit F1 und F2. Die Enden verschieben sich um

u1 bzw. u2.

Legenwir zur Vereinfachung eine Verschiebung u1 = 0 fest. Dann ziehenwir mit einer

Kraft F2 am anderenEnde um esum u2 zu verschieben. Um weiterhin u1 fest zu halten,

mÄussenwir die Kraft F1 = ¡ F2 am Ende E1 ansetzen.

Betrachten wir nun ki;j = F i
u j

:

k2;2 = k =
F
¢ l

=
F2

u2
(4.4)

Weil die Kraft

F2 = ku2 (4.5)

fÄur die Verschiebungu2 aufgewendet werdenmuss.

Die Kraft F1 mussbetraglich gleich gross,aber in die andereRichtung sein:
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F1 = ¡ ku2 (4.6)

Also:

k1;2 =
F1

u2
= ¡ k (4.7)

Analog, wenn dasEnde E2 festgehaltenwird:

k1;1 =
F1

u1
= k (4.8)

k2;1 =
F2

u1
= ¡ k (4.9)

Nun verallgemeinernwir. Wir verschieben dazu beideEnden.

F1 = k1;1u1 + k1;2u2 = k(u1 ¡ u2) (4.10)

F2 = k2;1u1 + k2;2u2 = k(u2 ¡ u1) = ¡ F1 (4.11)

DieseslineareGleichungssystemlÄasstsich auch in der Matrizenschreibweisewiedergeben.

Die Verwendungvon Matrizen ist typisch fÄur die FEM.

0

@
F1

F2

1

A =

0

@
k1;1; k1;2

k2;1; k2;2

1

A

0

@
u1

u2

1

A (4.12)

Oder vereinfacht geschrieben die Gleichung, die uns immer wieder in Äahnlicher Form

begegnenwird:

Felem = K elemuelem (4.13)

Wobei K elem die Stei¯gkeitsmatrix desElementes ist, in unseremFall jenedesZugstabes:

K Z ugstab =

0

@
k; ¡ k

¡ k; k

1

A (4.14)
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4.2 Zugstab im Raum

Bei einer Dimension hatten die Elementmatrizen die GrÄosse2x2. Im Raum gibt esaber

drei Dimensionen,also mussauch die Elementematrix entsprechend grÄosserwerden. Sie

muss6x6 Elemente enthalten, denn eskommenin der Gleichung 4.13F und u mit sechs

Elementen vor, fÄur jedesStabendedrei:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

F1x

F1y

F1z

F2x

F2y

F2z

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= k

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c2
x cxcy cxcz ¡ c2

x ¡ cxcy ¡ cxcz

cxcy c2
y cycz ¡ cxcy ¡ c2

y ¡ cycz

cxcz cycz c2
z ¡ cxcz ¡ cycz ¡ c2

z

¡ c2
x ¡ cxcy ¡ cxcz c2

x cxcy cxcz

¡ cxcy ¡ c2
y ¡ cycz cxcy c2

y cycz

¡ cxcz ¡ cycz ¡ c2
z cxcz cycz c2

z

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

u1x

u1y

u1z

u2x

u2y

u2z

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(4.15)

Dies ist bereits die vollstÄandige Elementmatrix. Sie besteht aus vier Untermatrizen, die

sich nur durch die Vorzeichen unterscheiden. Dies Äahnelt der eindimensionalenElemen-

tematrix des Zugstabs. cx , cy und cz sind die Kosinus der Winkel des Zugstabs zum

Koordinatensystem:

cx = cos®1 =
x2 ¡ x1

l
(4.16)

cy = cos®2 =
y2 ¡ y1

l
(4.17)

cz = cos®3 =
z2 ¡ z1

l
(4.18)

Wobei x1 bis z2 die Koordinaten der Zugstabendendarstellen.

Wennman verfolgt, wie die Matrizen miteinander multipliziert werden,erkennt man, dass

u1x immer mit cx , u1y mit cy usw.multipliziert werden.Diesgeschieht um die VerlÄangerung

des Zugstabszu bestimmen,die durch die entsprechendeVerschiebung in Richtung der

Koordinatenachse verursacht wird. Es enthÄalt also die gesamte erste Spalte den Faktor

cx , die zweite Spalte cy usw.

Somit wird in jedem Element der Elementematrix die VerlÄangerung des Zugstabs be-

stimmt. Diesewiederumwird mit k multipliziert um die Kraft in Stabrichtung zu berech-

nen.Schliesslich mussdie resultierendeKraft in ihre Komponenten aufgeteilt werden,was

mit einer weiteren Multiplik ation mit dem richtigen Kosinus realisiert wird. Die gesamte

ersteZeile enthÄalt alsoden Faktor cx , woraussich dann F1x ergibt.
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Bemerkung: DiesesVorgehenist nur exakt, wenn sich die Richtung des Zugstabes gar

nicht oder nur sehr wenig verÄandert! Berechnungen, bei denen sich ZugstÄabe zu stark

drehensind folglich ungenau.

4.3 Aneinander gehÄangte Zugst Äabe

Unterteilen wir die Elementstei¯gk eitsmatrix in vier Komponenten:

K elem =

0

@
K 1 ¡ K 1

¡ K 1 K 1

1

A (4.19)

K reprÄasentiert dabei mÄoglicherweisemehrereZeilen und Spalten.

Nun stellen wir eineGesamtstei¯gk eitsmatrix auf fÄur die gilt:

F = Ku (4.20)

Dabei enthÄalt u die Verschiebungenaller Knotenpunkte, F die in den Knotenpunkten

angreifendenKr Äafte.

Es mÄussennun die Elementstei¯gk eitsmatrizen richtig in die Gesamtstei¯gk eitsmatrix

hineinaddiert werden. Dies funktioniert, wie man nach einigen ÄUberlegungenfeststellt,

ganzeinfach:

Stellen wir uns eineGesamtstei¯gk eitsmatrix fÄur 5 Punkte vor:

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

F1

F2

F3

F4

F5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

u1

u2

u3

u4

u5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(4.21)

Setzenwir nun einenZugstabein, der die Knotenpunkte 2 und 4 verbindet. Setztman eine

Verschiebungam Punkt 2 an, so benÄotigt man dazu eineKraft, da der Zugstabverformt

wird. Also setzen wir in K 2;2 den linken oberen Viertel der Elementstei¯gk eitsmatrix

ein. Das gleiche Gilt fÄur den Punkt 4, also mÄussenwir den rechten unteren Teil der

Elementstei¯gk eitsmatrix in K 4;4 einsetzen.
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K =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 0

0 K 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 K 1 0

0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(4.22)

Ziehenwir aber an einemKnotenpunkt, so mussauf dasandereZugstabendedie gleiche

Kraft in die Gegenrichtung ausgeÄubt werden,alsokommenjetzt noch die beidenanderen

Teile der Elementstei¯gk eitsmatrix ins Spiel:

K =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 0

0 K 1 0 ¡ K 1 0

0 0 0 0 0

0 ¡ K 1 0 K 1 0

0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(4.23)

Die K werdenjeweils zum bereits bestehendenWert dazuaddiert. Es kann alsodurchaus

sein,dasseineGesamtstei¯gk eitsmatrix wie folgendeentsteht:

K =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

K 3 ¡ K 3 0 0 0

¡ K 3 K 1 + K 2 + K 3 ¡ K 2 ¡ K 1 0

0 ¡ K 2 K 2 0 0

0 ¡ K 1 0 K 1 + K 4 ¡ K 4

0 0 0 ¡ K 4 K 4

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(4.24)

Die Elementstei¯gk eitsmatrizen aller im Fachwerk prÄasenten Elemente werden auf diese

Art in die Gesamtstei¯gk eitsmatrix dazuaddiert.

4.4 Randb edingungen

Das so erhalteneGleichungssystem

F = Ku (4.25)

ist nicht eindeutig lÄosbar, da die Matrix K singulÄar ist.[1] Dies hat auch einen physi-

kalischen Hintergrund: Das gesamte Fachwerk kann frei im Raum bewegt werden, ohne

30



dasssich die ausgeÄubten Kr Äafte Äandern.Es ist statisch unterbestimmt. Erst wenn wir das

Fachwerk irgendwo festhalten, kÄonnendie Verschiebungeneindeutig bestimmt werden.

Einen Knotenpunkt kann man festhalten (den Wert Null fÄur u vorgeben), indem man

seineZeile und seineSpalteausdem Gleichungssystemstreicht. Das nun reduzierteGlei-

chungssystem

F r ed = K r edu r ed (4.26)

kann gelÄost werden.

Im Raum kann die Verschiebungentlang der Koordinatenachseneinzelnunterbuden wer-

den. Soll ein Knoten ganzfestgehaltenwerden,sind alsodrei Zeilenund Spaltenzu strei-

chen.

4.5 LÄosen des Gleic hungssystems

Schliesslich mussdasGleichungssystem

F r ed = K r edu r ed (4.27)

gelÄost werden. Dies ist der aufwendigsteSchritt der Methode der ¯niten Elemente. Die

Matrix K kann je nach Anzahl der Elemente riesig werden. Es ist also eine Methode

gesucht, die mit einer grossenAnzahl Gleichungengut umgehenkann.

Die Eliminationsmethode von Gaussist wohl die einfachste, naheliegensteMÄoglichkeit.

Alle Gleichungenwerdenso zu der erstenaddiert, dassdie ersteUnbekannte herausfÄallt.

Zu der zweiten Gleichung werdendann alle weiteren so addiert, dasseine weitere Unbe-

kannte eliminiert wird. Dieswird sobis zur letzten Gleichung fortgesetzt.Danach kÄonnen

von unten her die Werte eingesetztund jeweils eineUnbekannte bestimmt werden.

4.6 Zusammengefasstes Vorgehen

Um unserFachwerk zu berechnen, mÄussenwir also folgendermassenvorgehen:

1. Die Knotenpunkte mÄussendurchnummeriert werden.

31



2. Die Elementstei¯gk eitsmatrizen (K elem) werden zur Gesamtstei¯gk eitsmatrix (K )

aufsummiert.

3. Die Randwerte werden beachtet, indem die Zeilen und Spalten der festgehaltenen

Knotenpunkte ausK gestrichen werden.

4. Das GleichungssystemF r ed = K r edu r ed wird gelÄost.
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Kapitel 5

Probleml Äosung

Nun mÄussenwir die theoretischen Erkenntnisse in die Praxis umsetzen.

Die Quellcodesder in diesemKapitel besprochenenProgrammesind in Kapitel 8 aufge-

listet.

5.1 Wahl der Plattform und Sprache

Zuerstwar die Idee,denTI92+ von TexasInstruments zu verwenden.Da jederSchÄuler der

Kantonsschule RomanshorndiesesModell, oder ein Äahnliches,besitzt, kÄonnte jeder von

ihnen mein Programm verwendenund selbst Berechnungen durchfÄuhren. Der Taschen-

rechner verfÄugt Äuber einen Interpreter fÄur TI-BASIC-Programme. Ich musstealso meine

Programmenicht compilieren.

Allerdings hat die VerwendungdesTI92+ auch Nachteile. Er hat zwar fÄur die VerhÄaltnisse

von Taschenrechnern einenschnellenProzessor,doch im Vergleich zu denhandelsÄublichen

PCs ist er sehr langsam.Desweiteren verfÄugt der TI92+ nur Äuber wenig Speicher. Die

Methode der ¯niten Elemente ist aber eineSpeicher und Rechenleistungbeanspruchende

Methode.

Es stellte sich dann heraus, dass der TI92+ zu langsam ist und Äuber zu wenig Spei-

cher verfÄugt um ernsthafte BerechnungendurchzufÄuhren. Deshalbsuchte ich eineandere

MÄoglichkeit und stiessauf Octave. Es lÄauft auf dem Computer unter Linux, Mac OS X,

Windows (neuste Versionennur mit Cygwin) und anderen(Compilierung erforderlich).

Der PC verfÄugt Äuber einenschnellenProzessorund viel RAM. AusserdemkÄonnenauf dem

PC die Resultate ohne viel Aufwand in anderenProgrammenweiter verwendet werden,
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wasdie Visualisierungder Daten um einigesvereinfacht. Der Nachteil: Die Benutzung der

Programmeerfordert die Installation von Octave und natÄurlich einenPC.

5.2 Implemen tation der FEM fÄur Fachwerk e auf dem

TI 92+

Die folgendenProgrammefÄur den Taschenrechner TI92+ sind in TI-BASIC geschrieben.

Sie kÄonnen auch auf anderenModellen, die Äuber einen TI-BASIC-In terpreter verfÄugen,

ausgefÄuhrt werden.

5.2.1 Input

Damit das Programm funktioniert, muss es in dem Ordner ausgefÄuhrt werden, in dem

es sich be¯ndet. In diesemOrdner mÄussenauch die folgendenVariablen sein: points ,

elements, fixed und f . Die Variable points mussfÄur jedenPunkt eineZeile mit seinen

Koordinaten enthalten. elements mussebenfalls eine Matrix mit drei Spalten sein. FÄur

jedesElement musssieeineZeileenthalten mit denNummernder Punkte, die der Zugstab

verbindet, in den erstenbeidenSpaltenund dem ElastizitÄatsmodul in der dritten Spalte.

In fixed , dasdrei Spaltenund gleich vieleZeilenwiePunkte hat, mussfÄur jedeKoordinate

der Punkte angegeben sein, ob sie ¯xiert (1) oder lose (0) ist. Die Variable f sollte die

externen Kr Äafte enthalten. Diese Matrix darf allerdings nur eine Spalte enthalten, die

Koordinaten sind untereinanderzu speichern, alsodrei Zeilen fÄur jedenPunkt. NatÄurlich

mussdabei die gleiche Reihenfolgewie in points eingehaltenwerden.

5.2.2 Globale Variablen

Das Programm verwendet einige globaleVariablen, die im aktuellen Ordner gespeichert

werden. Damit alles richtig funktioniert, werden diese Variablen beim Programmstart

gelÄoscht. Am EndedesProgrammswerdensieebenfallsentfernt, um Speicher freizugeben.

Die verwendetenVariablen heissenk, kred, ured und fred . Es werden weitere globale

Variablen als Output (sieheunten) geschrieben. Dieseheissenu und fres .
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5.2.3 Output

Die Resultatewerdenin den Variablen u und fres gespeichert. Diesesind formatiert wie

f : eineSpalte und drei Zeilen pro Punkt.

5.2.4 LÄosen des Gleic hungssystems

Als erstesmÄochte ich etwasnÄaherauf die LÄosungsmethode fÄur dasGleichungssystem4.27

(Seite31) eingehen.Quellcode8.1.1zeigt eineImplementation desEliminationsverfahrens

von Gauss.Es ist dasschnellsteVerfahrenzur LÄosungallgemeinerlinearer Gleichungssys-

teme.

Eine andereMÄoglichkeit ist, zuerst die Inverseder Matrix kred zu berechnen und diese

mit fred zu multiplizieren. Dies ergibt dasgleiche Resultat. Wie wird die inverseMatrix

berechnet?Eine Matrix multipliziert mit ihrer Inversenergibt die Identit Äatsmatrix. Dieses

Gleichungssystemwird gelÄost. Es enthÄalt fÄur jedesElement der Matrix eine Gleichung.

DiesesGleichungssystemwird wohl am bestenebenfallsmit demAlgorythmus von Gauss

gelÄost.

Vergleichen wir: Haben wir eine Matrix mit 100 Zeilen und 100 Spalten, so erhalten wir

alsoein Gleichungssystemmit 100Gleichungen,daswir mit demPogrammausQuellcode

8.1.1 lÄosenkÄonnen. WÄurden wir die Inverseberechnen, so mÄussteein Gleichungssystem

mit 10000GleichungengelÄost werden,denn die Matrix hat 10000Elemente.

Vergleicht man die beidenMethoden mit dem Taschenrechner, soerhÄalt man ein erschre-

ckendesErgebnis:DasBerechnender Inversenist schneller, als dasLÄosendesGleichungs-

systemsmit der Methode von Gauss.Unser Programm braucht aber immerhin weniger

Speicherplatz, als dasBerechnen der Inversen.Dennoch ist unserProgramm unzumutbar

langsam.Der Grund dafÄur ist nicht beim Gaussalgorythmus zu suchen, sondern er ist

programmiertechnischer Art. Ein compilierter Algorythmus wie dasBerechnen der Inver-

senist extrem viel schneller als ein interpretiertes Programm.Ein compiliertesProgramm

liegt als eine Reihe von Prozessoranweisungenvor. Ein interpretiertes Programm wird

Zeile fÄur Zeile gelesen,analysiert und ausgefÄuhrt. Dies dauert wesentlich lÄanger.

Eine LÄosungfÄur diesesProblem wÄare, unser Programm 8.1.1 z.B. in C++ zu schreiben

und fÄur den Taschenrechner zu compilieren.Es gÄabe jedoch noch eineandereLÄosung,die

viel einfacher wÄare: In der SoftwaredesTaschenrechnersist der Gaussalgorythmus bereits

eingebautz.B. fÄur das Berechnen der Inversenund zum LÄosenvon Gleichungssystemen
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mit solve . Leider ist es nicht mÄoglich diesenAlgorythmus mit Matrizen zu verwenden.

Der einzigeWegfÄuhrt Äuber solve . Leider kann solve wedermit Matrizen umgehen,noch

dasResultat in einer brauchbaren Form ausgeben.

Wir werdenim Weiteren bei der Methode mit der Inversenverbleiben.

5.2.5 Programmco de

Das Programm comp_all in Quellcode 8.1.2 fÄuhrt alle Berechnungsschritte durch. Es

fÄuhrt das Programm comp_kgaus, welchesdie Gesamtstei¯gk eitsmatrix erstellt. Danach

reduziert esdie Matrizen f und k. Dann wird dasGleichungssystemmit Hilfe der Inversen

gelÄost. Dann wird ured zu u ergÄanzt und fres berechnet.

VerbesserungswÄurdig ist hier sicher dasReduzierender Gesamtstei¯gk eitsmatrix. Schlecht

ist, dasseine Kopie dieserMatrix erstellt wird. Auf dem Taschenrechner kann man sich

mehrereKopien von k nicht leisten, da der Speicherplatz stark begrenzt ist. Zum LÄosen

desGleichungssystemskÄonnte hier auch dasProgramm 8.1.1vom vorigen Abschnitt ver-

wendet werden.

Das Programm comp_kg, gezeigt in Quellcode 8.1.3, erstellt zuerst eine Matrix k mit

der richtigen GrÄosse.Alle Elemente werdenvon newMatauf null gesetzt.Dann wird eine

Schleife ausgefÄuhrt, die fÄur jedesElement folgendeSchritte durchfÄuhrt: Als ersteswerden

die Richtungskosinus berechnet. Danach wird der linke obere Viertel der Elementstei-

¯gkeitsmatrix in kelemq gespeichert. Zum Schluss wird mit dem Programm putkp die

Matrix kelemq zu den richtigen Stellen der Gesamtstei¯gk eitsmatrix hinzuaddiert.

Quellcode 8.1.4 zeigt das Programm putkp . Es addiert die drei mal drei grosseMatrix

keq zur Gesamtstei¯gk eitsmatrix. Die Variable row gibt dabei die Zeilenan, zu denendie

Matrix addiert werdensoll, in form der Nummer desPunktes, zu dem die ZeilengehÄoren.

Das analogefÄur die Spalten gilt fÄur col .

Die ProgrammeausQuellcode8.1.5und 8.1.6lÄoschendie Zeilenbzw. Spaltender ¯xierten

Punkte aus der Matrix, die mit dem Parameter mat Äubergeben wird. Die resultierende

Matrix geben sie als Funktionswert zurÄuck. Welche Spalten bzw. Zeilen entfernt werden

mÄussenwird ausder globalenVariable fixed ermittelt.

Die Funktion in Quellcode 8.1.7wird benutzt, um die Matrix ured zur nicht reduzierten

Matrix u zu ergÄanzen,indem Zeilen mit Nullelementen eingefÄugt werden.Obwohl dieses

Programm auch mit Matrizen mit mehrerenSpaltenumgehenkann, wird esnur fÄur ured
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bzw. u verwendet, dasnur eineSpalte hat.

Somit sind alle Teile meiner FEM-Implementation fÄur den Taschenrechner besprochen.

5.2.6 Probleme

Leider ist die Implementation der FEM fÄur Fachwerke fÄur den TI92+ fÄur ernsthafte Be-

rechnungen nicht brauchbar. Einerseits ist der Speicherplatz sehr begrenzt. NatÄurlich

kÄonnte man dem mit geeignetenMassnahmenAbhilfe scha®en,wie im Kapitel 7 erwÄahnt

wird.

DasgrÄossereProblemist die Geschwindigkeit. Der Taschenrechner ist derart langsam,dass

bereits einfache Berechnungen Stunden dauern. Dies hat nicht etwa damit zu tun, dass

die Programmeinterpretiert werden.Meine Versuche haben gezeigt,dassder Zugri® auf

grosseMatrizen, sei esschreibend oder lesend,extrem langsamist. Bei einer Matrix mit

zehnSpaltenund zehnZeilen ist der Lese-und Schreibzugri®noch schnell. Ein einzelner

Zugri® geschieht praktisch sofort, ohnemerkbareVerzÄogerung.Hat die Matrix aber eine

grÄossevon 100mal 100,sodauert ein Lesezugri®beinaheeineSekunde,ein Schreibzugri®

sogarnoch lÄanger!

Ein weiteresProblem ist dasWeiterverwendender Daten. Wie kann ich Resultategra¯sch

darstellen?Wie kann ich sie auf den Computer Äubertragen und weiter verarbeiten? Wie

kann ich kompliziertere Fachwerke erstellen?DiesePunkte sind nicht einfach zu beant-

worten.

Der begrenzteSpeicherplatz, die langsameGeschwindigkeit und die Weiterverwendbarkeit

der Resultatebewogenmich, die FEM fÄur Fachwerke auf dem Computer zu implementie-

ren. Der Computer bietet viel Speicherplatz und einenschnellen Prozessor.

5.3 Implemen tation der FEM fÄur Fachwerk e mit Oc-

tave

WÄahrendmeinerMaturaarbeit entstand ein Toolkit fÄur FEM-Fachwerke fÄur den Compu-

ter. Hier besprechen wir das Programm solve_ges , das KernstÄuck desFEM-Fachwerke-

Toolkit.
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5.3.1 Input

Zur Berechnung benÄotigte Informationen sind die Koordinaten der Punkte, welchePunkte

die ZugstÄabe verbinden,wie grossder ElastizitÄatsmodul der ZugstÄabe ist, welche Punkte

¯xiert sind und wie grossdie ÄausserenKr Äafte sind. DieseInformationen speichert man am

einfachsten in Matrizen. Die ersteMatrix points enthÄalt fÄur jeden Punkt eineZeile mit

jeweils drei Spalten fÄur die Koordinaten. Die Matrix elements enthÄalt fÄur jedenZugstab

eineZeile. In den erstenbeidenSpalten werdendie Nummern der beidenPunkte gespei-

chert, die durch diesenZugstab verbunden werden. Die dritte Spalte enthÄalt die Elas-

tizit Äatsmodule. Die Querschnitts° Äache desZugstabes wird als 1 angenommenund kann

nicht verÄandert werden.Die Anzahl Zeilen der Matrizen points , fixed und f_external

mÄussenÄubereinstimmen.Die Matrix fixed mit drei Spaltengibt fÄur jedeKoordinate an,

ob der Punkt an dieserAchse¯xiert (1) werdensoll oder nicht (0). Die externenKr Äafte

werdenfÄur jedenPunkt in die dreispaltigeMatrix f_external eingetragen.

ZusammenfassendbenÄotigt solve_ges die vier Matrizen points , elements, fixed und

f_external . DiesemÄussenin einemFormat vorliegen,dasmit demBefehl load in Octave

geladenwerden kann. Die Importer und Fachwerkgeneratoren,die im FEM-Fachwerke-

Toolkit enthalten sind, erzeugensolcheDateien.Eine weitereEinschrÄankungist, dassdem

Befehl load der Dateiname nicht als Variable Äubergeben werden kann sondernnur als

Bareword. solve_ges erwartet die Daten in der Datei problem im aktuellen Verzeichnis.

5.3.2 Output

Die Resultate werdenvon solve_ges in die Datei results im aktuellen Verzeichnis ge-

schrieben.Zu diesenInformationen gehÄorendie Matrizen u, f , dehnungund spannung. Die

Verschiebungender Punkte werdenin u abgespeichert. DieseMatrix ist ebenfallsdreispal-

tig und enthÄalt fÄur jedenPunkt eineZeile.Die Reihenfolgeentspricht der von points , der

gleichePunkt hat alsodengleichenIndex in denbeidenMatrizen. Die ÄausserenKr Äafte und

LagerkrÄafte (Produkt ausder Gesamtstei¯gk eitsmatrix und den Verschiebungen)werden

in der Matrix f gespeichert. FÄur jedesElement werden die Dehnung und die Spannung

berechnet und in den entsprechendenMatrizen abgespeichert, in der gleichen Reihenfolge

wie in der Matrix elements.

Diese Resultate werden im Textformat von Octave abgespeichert. Diese Informationen

kÄonnendann z.B. mit dem Programm povmodelweiter verarbeitet werden.
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5.3.3 Programmco de

Besprechen wir den Quellcode desProgrammssolve_ges schritt weise.

In Quellcode 8.2.1werdeneinigeVorbereitungengetro®en.

Als ersteswerdeneinigeVariablen als global deklariert. Sollten dem Programm zu einem

spÄaterenZeitpunkt einigeFunktionen beigefÄugt werden,sowÄare essicher praktisch, wenn

dieseVariablen auch in den Funktionen verwendet werden kÄonnen. Octave speichert in

den mit save erzeugtenDateien ob die Variable global ist. Da es fÄur die Programme,

die das Problem erstellen oder die Resultate weiter verarbeiten, ebenfalls praktisch ist

dieseVariablen als global zu deklarieren,werdensieauch in diesemProgramm als global

deklariert.

Um in einer Funktion eine globale Variable zu verwenden,muss diesein der Funktion

selbstalsglobaldeklariert sein.Alle Variablendie in einerFunktion verwendetwerdensind

lokal, wenn nichts anderesdeklariert wurde, auch dann, wenn im Programm ausserhalb

der Funktion eineVariable mit dem gleichen Namenals global deklariert wurde.

In Quellcode 8.2.1 wird neben der Deklaration der Variablen die Daten aus der Datei

problem geladen.Diessind die vier Matrizen, die im Abschnitt 5.3.1beschrieben wurden.

Aus den Informationen Äuber die Punkte und ZugstÄabe mussals nÄachstesdie Gesamtstei-

¯gkeitsmatrix erstellt werden.Dies geschieht in Quellcode 8.2.2.

Zuerst wird einequadratische Matrix als Gesamtstei¯gk eitsmatrix erstellt. Alle ihre Ele-

mente sind auf 0 gesetzt.In dieseMatrix werden spÄater die Elementstei¯gk eitsmatrizen

hineinaddiert.

Die folgendenSchritte in Quellcode 8.2.2werdenfÄur jedesElement durchgefÄuhrt.

Zuerst werden die Richtungskosinus des Elements entsprechend den Gleichungen 4.16,

4.17und 4.18auf Seite28 berechnet.

Dann wird der obere linke Viertel der Elementstei¯gk eitsmatrix entsprechend der Glei-

chung 4.15 erzeugtund in kelemq gespeichert. Die Viertel der Elementstei¯gk eitsmatrix

unterscheidensich nur durch ihr Vorzeichen und werden spÄater getrennt in die Gesamt-

stei¯gkeitsmatrix addiert. Die Matrix kelemq mussjetzt noch gemÄassGleichung 4.15mit

k multipliziert werden.Es gilt k = E A
l . Da, wie schon erwÄahnt, die Querschnitts° Äache als

1 angenommenwird, reduziert sich k auf E
l . Der ElastizitÄatsmodul ist in der dritten Spalte

der Matrix elements gespeichert. Folglich mussdie Matrix kelemqmit elements(i,3)/l

multipliziert werden.
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Als letzter Schritt mussjetzt noch die Elementstei¯gk eitsmatrix in die Gesamtstei¯gk eits-

matrix k addiert werden. Die Matrix kelemq mussviermal mit richtigem Vorzeichen zu

einembestimmten Bereich der Matrix k addiert werden.Hier steht links vom Zuweisungs-

operator, demGleichheitszeichen, tatsÄachlich eineMatrix mit drei Zeilenund Spalten,der

eine Matrix der gleichen GrÄossezugewiesenwird. Der Ausdruck links vom Zuweisungs-

operator ist nicht etwa eineeinfache Variable, sondernein Teilbereich der grossenMatrix

k.

In OctavekannmanauseinerMatrix einTeilbereich einfach auswÄahlen:k(1,[2,3]) wÄahlt

daszweite und dritte Element der erstenZeile der Matrix k aus, ist alsoeineMatrix mit

einer Zeile und zwei Spalten.Es kÄonnenbeliebig Zeilen oder SpaltenausgewÄahlt werden,

sie mÄussennicht nacheinander vorkommen: k(1,[2,3,6,8]) ist eine Matrix mit einer

Zeile und vier Spalten. Auf dieseWeisekÄonnen mehrere Spalten, mehrere Zeilen oder

beideszusammenausgewÄahlt werden. ([1,3,5],[3,4]) ist eine Matrix mit drei Zeilen

und zwei Spalten, nÄamlich das 3. und das 4. Element der Zeilen 1, 3 und 5 von k. Sogar

Dinge wie m([1,3]) = m([3,1]) sind mÄoglich.

Die Matrizen, die angeben welche Zeilen bzw. Spalten ausgewÄahlt werden, kÄonnen auch

einfacher geschrieben werden. Hier kommt der Doppelpunkt ins Spiel. Er kann benutzt

werden,um Bereiche anzugeben. 4:8 ist identisch mit [4,5,6,7,8] . Sokann man einfa-

cher Teile von Matrizen auswÄahlen:Z.B. wÄahlt k(7:9, 10:12) die Zeilen7 bis 9 und die

Spalten 10 bis 12 aus, also eineMatrix mit drei Zeilen und drei Spalten. Dies entspricht

k([7,8,9],[10,11,12]) . Man kann sogarmit k(:,n) eineganzeSpalte auswÄahlen.

Nach diesemkleinen Exkurs und nachdem k nun erstellt ist, werdenmit Hilfe von fixed

und f_external Zeilen und Spalten gestrichen.

In Quellcode8.2.3wird zunÄachst ausf_external , einerMatrix mit drei Spalten,ein Spal-

tenvektor fred gemacht. k wird nach kred kopiert. In der zweiten Schleife werdendann

Zeilen und Spalten von kred gelÄoscht und Elemente aus fred entfernt. kred(:,n) = []

ersetzt die n-te Spalte von kred durch eine Matrix der GrÄosse0, d.h. die Spalte wird

gelÄoscht.

Hier seinoch zu beachten, dassdie ZÄahlvariablen nicht inkrementiert wird, wenndie Zeile

und Spalteentfernt wurden,da sich dann ja alle Spaltenund Zeilenum einePosition nach

vorne verschieben

DasLÄosendesGleichungssystem4.27(Seite31) ist mit Octave Äuberraschendeinfach. Wie

im Quellcode 8.2.4gezeigt,dient dazu der Operator \ .
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Daswichtigste habenwir hinter uns.Wasjetzt noch kommt ist dasAufbereitender Daten

und Berechnen von zusÄatzlichen Informationen.

Wir haben weiter oben k und f_external reduziert. Aus den reduzierten Daten wurde

dann ured berechnet. ured ist natÄurlich auch reduziert. Um u zu bekommen,mÄussenwir

also an den richtigen Stellen eine Null einfÄugen. Der Quellcode 8.2.5 geht etwas anders

vor. Er startet mit einer Matrix uges der richtigen GrÄosse,deren Elemente alle gleich 0

sind. Dann werdenin einerSchleifealle Elemente von uges durchgegangen.War es¯xiert,

bleibt esnull, war esnicht ¯xiert, dann wird die entsprechendeZahl von ured eingetragen.

In der letzten Zeilevon Quellcode8.2.5wird fges berechnet, wasdie externenKr Äafte und

die EinspannungskrÄafte enthÄalt.

Die Matrizen ugesund fges enthalten alle Daten in einereinzigenSpalte.Es ist praktisch,

wenn die Resultate in der gleichen Form vorliegenwie points und f_external . Deshalb

werdenin Quellcode 8.2.6die Matrizen uges und fges in u und f gespeichert, wobei jede

Zeile einenVektor mit drei Komponenten enthÄalt.

Aus den Resultaten lassensich noch einige interessante Informationen herauslesen.Dies

sind die Dehnung und die Spannung.

Wie im Abschnitt 5.3.2gesagt,sind dehnungund spannungSpaltenmatrizenmit je einem

Eintrag pro Element bzw. Zugstab. Die Schleife in Quellcode 8.2.7 berechnet fÄur jedes

Element die Dehnung. v ist der Vektor, der vom Anfang zum EndedesZugstabeszeigt. vu

ist dasAnalogeunter BelastungdesFachwerks,alsomit Einbeziehung der Verschiebungen

aus u. l ist die LÄange des Vektors v und lu diejenige des Vektors vu. Die Dehnung

berechnet sich gemÄassGleichung 4.1 (Seite 25).

Die Spannung aller Elemente kann mit einer einzigenZeile berechnet werden.Nach Glei-

chung 4.2 mÄussennÄamlich nur die Dehnungenmit den ElastizitÄatsmodulen multipliziert

werden.Der Operator .* fÄuhrt eineelementweiseMultipik ation durch.

Die errechneten Resultate sollen schlussendlich in die Datei results im aktuellen Ver-

zeichnis gespeichert werden.Wie in Quellcode 8.2.8zu sehen,wird demBefehldie Option

-ascii Äubergeben. Die Daten werdenalsoim Textformat von Octave abgespeichert. Die-

seDaten kÄonnen mit dem Befehl load wieder geladenwerden. Das Textformat hat den

Vorteil, dassman die Daten in einemTexteditor anschauen, ÄuberprÄufen und auch mani-

pulieren kann.
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5.3.4 Geschwindigk eit

Es ist erstaunlich, wie schnell Octave ist. Besondersdas LÄosenvon Gleichungssystemen

passiertpraktisch sofort. Gebe ich den Befehl r = rand(2000,2000) \ rand(2000,1);

in Octaveein, sodauert esauf meinemComputer etwa sechsSekundenbis die Berechnung

abgeschlossenist.

Aber natÄurlich sind auch hier Grenzen gesetzt. Sobald der Hauptspeicher voll ist (bei

mir sind es512Mb), mussauf die Festplatte ausgelagertwerden und das ist immer sehr

langsam. Das Reduzierender Gesamtstei¯gk eitsmatrix bei sehr grossenMatrizen oder

sehrvielen ¯xierten Punkten kann ebenfallsviel Zeit in Anspruch nehmen.

5.4 Berec hnungen durc hf Äuhren

Denken wir zurÄuck an die Kuppeln aus Kapitel 3.3. Hier sind nun die Spannungen in

den ZugstÄaben berechnet. Auf jeden Knotenpunkt lastet die gleiche Kraft nach unten.

Die Punkte mit den schwarzenKugeln sind ¯xiert. Nur kleine Spannungentreten in den

grÄunen ZugstÄaben auf. Die gelben ZugstÄabe mÄussenmittlere Spannung ertragen und die

roten starke. Die Farben sind so gewÄahlt, dasskeine Spannung grÄun ist und die hÄochste

Spannung, die man im jeweiligen Fachwerk vor¯ndet, rot ist.

5.5 Ausw ertung

Es wÄare sicherlich Äubertrieben hier bahnbrechendeErkenntnisseaus den Resultaten her-

auszulesen.Einige AussagenkÄonnenwir aber trotzdem machen.Die in Abbildung 5.2und

5.3 gezeigtenKuppeln haben ein Problem. Die untersten senkrechten ZugstÄabe werden

sehrstark belastet,dennnur wenigemÄussendie gesamte Last tragen. Weiter oben ist das

Fachwerk viel dichter, mussdort aber wenigeraushalten.

Die Fachwerke 5.4 und 5.5 haben diesesProblem nicht. Die gesamte Last der Kuppel

ist auf viele ZugstÄabe in der untersten Reihe verteilt. Es ist sogarso, dassdie unteren

horizontalen ZugstÄabe stÄarker belastet sind, als die senkrechten. Die Kuppel wird also

unten auseinandergedrÄuckt.

FÄur viele Anwendungenwird wohl die zweite Form bessergeeignetsein.
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Abbildung 5.1: Belasteteeinfache Kuppel

Abbildung 5.2: BelasteteGlobuskuppel
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Abbildung 5.3: Belastetefeine Globuskuppel

Abbildung 5.4: Belasteter Ikosaeder
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Abbildung 5.5: Belastetefeine Kuppel
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Kapitel 6

FEM-F achwerk e-Toolkit

Bedien ungsanleitung

Das FEM-Fachwerke-Toolkit besteht aus mehrerenlosenProgrammen.DiesekÄonnen in

drei Kategorien eingeteilt werden: Das Formulieren des Problems, das LÄosen und die

Darstellung desResultats.

Die meistenProgrammesind in Octave geschrieben, einer Hochsprache fÄur nummerische

Berechnungen.Octave kann gratis ausdemInternet herunter geladenwerdenund ist freie

Software. Die Programmefunktionieren mÄoglicherweiseunter Versionenvon Octave klei-

ner als2.1.64nicht. Da Octaveder Sprachevon Matlab Äahnlich ist, kÄonnendie Programme

mÄoglicherweisemit kleinem Aufwand nach Matlab portiert werden.

http://www.octave.org/

Das Programm fÄur die Visualisierung erzeugt eine POV-Ray-Datei. Zum Rendern des

Bildes wird daher noch POV-Ray benÄotigt, das ebenfalls gratis aus dem Internet herun-

tergeladenwerdenkann.

http://www.povray.org/

Zum Erstellen der Fachwerke kÄonnen neben den vorhandenenoder selbst geschriebenen

Programmenauch Modeller wie z.B. Blender verwendetwerden.FÄur Blender sind bereits

Importprogramme im FEM-Fachwerke-Toolkit enthalten. Blender ist freie Software und

gratis herunterladbar.

http://www.blender3d.org/

Das FEM-Fachwerke-Toolkit verwendet das Koordinatensystemvon POV-Ray, also ein
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Linkshandsystem,wobei die x-Achsenach rechts, die y-Achsenach oben, und die z-Achse

nach hinten zeigt. DasProgramm solve_ges hÄangt nicht vom verwendetenKoordinaten-

system ab. Die meisten Importer, Elementgeneratoren,Fixierer und povmodel arbeiten

explizit mit dem Koordinatensystemvon POV-Ray. SiemÄusstenim Falle einer ÄAnderung

desKoordinatensystemsangepasstwerden.

Aus programmiertechnischen GrÄunden verwendendie ProgrammedesToolkits teilweise

feste Dateinamen: problem, results und model.inc . Deshalb ist es schlau, fÄur jedes

Problem ein eigenesVerzeichnis anzulegen.Die ProgrammemÄussendann in diesemVer-

zeichnis ausgefÄuhrt werden.

Die ProgrammedÄurfen beliebig verÄandert und weitergegeben werden.

6.1 Erstellen des Problems

Als erstesmussein Fachwerk erstellt werden.Alle Programme,die ein Fachwerk generie-

ren oder importieren, schreiben eineneueDatei problem. Danach kÄonnenPunkte ¯xiert

und die externenKr Äafte angegeben werden.Alle Programmezum Erstellen desProblems

schreiben in die Datei problem im aktuellen Verzeichnis.

Es ist auch durchausmÄoglich, die Datei problem von Hand zu editieren.

6.1.1 Erstellen des Fachwerks mit den Programmen

Alle Programme,deren Name mit fg_ (Fachwerkgenerator)beginnt, erstellenein Fach-

werk und schreiben es in die Datei problem. Die Kr Äafte und Fixierungen werden beim

Erstellen oder Importieren einesFachwerks immer auf null gesetzt.Normalerweiseerwar-

ten die FachwerkgeneratoreneinigeParameter.Details dazustehenin den Quellcodesder

Programmeselbst.Es ist nicht verboten, selbstFachwerkgeneratorenzu schreiben.

6.1.2 Erstellen des Fachwerks mit Blender

Fachwerke kÄonnenauch mit interaktiven Modellern erstellt werden.Theoretisch kann ein

beliebigerModellerverwendetwerden,solangeman die Daten irgendwiein dasFormat des

FEM-Fachwerke-Toolkit umwandeln kann. FÄur Blender sind bereits zwei MÄoglichkeiten

im FEM-Fachwerke-Toolkit vorhanden.
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Abbildung 6.1: Fachwerkmodellierung mit Blender

Die erste MÄoglichkeit ist der Export ins RAW-Triangle-Format mit Blender. Dabei wer-

den alle Dreiecke desMesh-Objekts im ASCII-Format gespeichert. Facesmit vier Ecken

werden in zwei Dreiecke aufgeteilt. Mit dem Programm raw_import kÄonnen die Drei-

ecksdatenin ein Fachwerk umgewandelt und in problem abgespeichert werden.Aus allen

Dreiecken entstehendabei drei ZugstÄabe. Das Programm raw_import erwartet einenPa-

rameter,denNamender zu importierendenRAW-Datei. DasProblem dieserMethode ist,

dassman keine einzelneZugstÄabe verwendenkann, sie mÄussenimmer zu einem Dreieck

gehÄoren. DiesesProblem behebt Methode 2.

Die zweite Methode ist Äahnlich. Zuerst mussdasFachwerk modelliert werden.Dabei muss

man darauf achten, dassman keinestatisch unterbestimmte Fachwerke erstellt. WaszÄahlt

sind die Kanten, Vierecke werden nicht in Dreiecke unterteilt. Auch Kanten ohne Face

werden exportiert. DafÄur lÄadt man in Blender die Datei edgesraw_export.py in den

Texteditor, klickt mit der rechten Maustastein denText um dasKontextmenÄu aufzurufen

und wÄahlt dann execute script aus.Dabei wird eineDatei erstellt, die den Namender

Blender-Datei und die zusÄatzliche Endung .edgesraw tr Äagt. DieseDatei kann dann mit

dem Programm import_rawedges importiert werden.
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6.1.3 Fixieren

Die Programme,derenNamenmit fix_ beginnt, dienenzum Fixieren von Punkten. Sie

verÄandern alle die Datei problem. Man muss also bereits ein Fachwerk erstellt haben.

fix_base ¯xiert alle Punkte deren y-Koordinate gleich null ist. Bereits vorher ¯xierte

Punkte bleiben weiterhin ¯xiert. fix_below0 ¯xiert alle Punkte dereny-Koordinate klei-

ner oder gleich null ist.

fix_point ¯xiert einenbestimmten Punkt. Es erwartet mindestensdrei Parameter,wel-

che die Koordinaten deszu ¯xierenden Punktes sind. Wahlweisekann auch all anstatt

der Koordinate verwendet werden. Auf diese Weise kÄonnen auch mehrere Punkte ¯-

xiert werden. Es kÄonnen noch drei weitere Parameter angegeben werden. DiesekÄonnen

1 oder 0 sein und bestimmen, an welchen Achsen der Punkt ¯xiert ist. Werden die-

se Parameter weggelassen,wird 1 1 1 verwendet, also die Punkte komplett ¯xiert. Mit

fix_point all all all 0 0 0 lassensich alle Punkte lÄosen.

6.1.4 Kr Äafte

Zum FestlegenderexternenKr Äafte, die auf dasFachwerk einwirken,dienendie Programme

mit dem PrÄa¯x f_ . DieseProgrammeaddieren immer ihre neuenKr Äafte zu den bereits

bestehenden.Die einzigeAusnahmeist dasProgramm f_0 , mit dem man alle Kr Äafte auf

0 zurÄucksetzenkann.

f_all addiert eine Kraft zu allen Punkten. Es erwartet als Parameter die drei Kompo-

nenten des Kr Äaftevektors. f_grav erwartet einen Paramater, dessenWert die Kraft in

negativer y-Richtung ist. f_point erwartet sechs Parameter.Die erstendrei sind die Ko-

ordinaten einesPunktes. (all ist wie bei fix_point ebenfallserlaubt.) Die nÄachstendrei

sind die Komponenten desKr Äaftevektors.

6.2 Berec hnen

Ist dasProblem erstellt, geht esan dasLÄosen.Dazu fÄuhrt man dasProgramm solve_ges

aus. Es liest die Datei problem ein, fÄuhrt die Berechnungendurch und schreibt das Re-

sultat in die Datei results .

solve_ges erstellt zuerst die Gesamtstei¯gk eitsmatrix. Danach werdenZeilen und Spal-

ten der ¯xierten Punkte gestrichen. Das GleichungssystemK r edu r ed = F r ed wird gelÄost.
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Abbildung 6.2: Visualisierungmit POV-Ray

Dehnungenund Spannungenwerdenberechnet.

Sollte die reduzierte Gesamtstei¯gk eitsmatrix singulÄar sein, etwa weil das Fachwerk sta-

tisch unterbestimmt ist, gibt dasProgramm eineWarnung aus,bricht aber nicht ab! Man

sollte alsoaufpassenund die MeldungendesProgrammslesen.

6.3 Gra¯sc he Darstellung

Zur gra¯schen Darstellung steht dasProgramm povmodelzur VerfÄugung.Es erstellt eine

Include-Datei fÄur POV-Ray. Die Datei example.pov ist ein Beispiel, wie dieseInclude-

Datei verwendet werdenkann. Es kÄonnenviele Optionen angepasstwerden:Projektions-

art, Farben und Texturen sowie Kr Äaftevektoren und Markierungender ¯xierten Punkte.

FÄur weitereInformationen verweiseich auf die Datei example.pov und die Dokumentation

zu POV-Ray.
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Kapitel 7

Ausblic k

7.1 Beispiele fÄur andere Fachwerk e

Neben Kuppeln lassensich natÄurlich beliebigeandereFachwerke berechnen. Abbildung

7.1 zeigt eineneinfachen Balken aus ZugstÄaben. Ein SchraubenschlÄusseldiskretisiert mit

ZugstÄabenist in Bild 7.2zu sehen.WeiteredenkbareFachwerkesind z.B. HÄauser,BrÄucken,

Strommastenund Krane.

7.2 Andere Elemen te

Die ZugstÄabe sind die einfachsten Elemente der FEM. Sie sind eindimensional,sie ha-

ben also weder ein Volumen noch eine FlÄache, sondernnur eine LÄange.Man kann auch

zwei- oder dreidimensionaleElemente verwenden,die ganzeFlÄachen-oder VolumenstÄucke

verkÄorpern. Die meistgebrauchten zweidimensionalenElemente sind dasViereck und das

Dreieck. DreidimensionaleElemente sind Tetraederund Quader. DieseElemente kÄonnen

auch verzogensein.

7.3 Grosse Gesamtstei¯gk eitsmatrizen

Die Gesamtstei¯gk eitsmatrizen kÄonnensehr grosswerden und den verfÄugbarenSpeicher

einesRechners Äubersteigen.

Bei genauererBetrachtung der Stei¯gkeitsmatrizen stellt man fest, dasssie symmetrisch
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Abbildung 7.1: Ein Balken

Abbildung 7.2: Ein SchraubenschlÄussel
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sind. Man kann also bereits dadurch die HÄalfte des Speicherplatzverbrauchs einsparen

indem man nur die untere HÄalfte der Matrix speichert.

Weiter ist zu erkennen, dassdie meisten Elemente der Gesamtstei¯gk eitsmatrix gleich

null sind. Es wÄare also gut, wenn die Nullen nicht gespeichert werden mÄussten. Wenn

wir eine Struktur ¯nden kÄonnten, wie die Matrix aufgebaut ist, kÄamen wir dem einen

Schritt nÄaher. TatsÄachlich tummeln sich die meisten Elemente der Matrix, die ungleich

null sind, in der NÄahe der Diagonalen. Gleichzeitig hat es aber auch viele Ausreisser.

WÄaren alle Elemente nahebei der Diagonalen,so mÄussteman nur einenStreifen entlang

der Diagonalenspeichern.

Die Anordnung der Eintr Äage in der Gesamtstei¯gk eitsmatrix lÄasst sich tatsÄachlich be-

ein°ussen, indem man die Punkte geschickt nummeriert. Ziel ist es, dassalle Eintr Äage

ungleich null mÄoglichst nahean der Diagonalenplatziert sind. Es gibt Algorythmen, wel-

che die Punkte automatisch mÄoglichst gut nummerieren.[1]

7.4 LÄosen von schwach besetzten Gleic hungssystemen

Der Gaussalgorythmus ist der schnellstebei einemallgemeinenGleichungssystem.Bei der

FEM sind die Gleichungssystemeaber meistensschwach besetzt. Die meisten Elemente

der Gesamtstei¯gk eitsmatrix sind null. Oft ist die Gesamtstei¯gk eitsmatrix sogar eine

Bandmatrix. FÄur solche Gleichungssystemegibt esbessereMethoden als den Gaussalgo-

rythmus. Diesesind meist iterativ e Verfahren.[2]

7.5 An wendungsb ereiche der FEM

Die Methode der ¯niten Elemente hat viele Anwendungsbereiche. Hier einigeBeispiele:

² Schwingungsverhalten

² Bauteiloptimierung

² Festigkeitsberechnung

² WÄarmeleitung

² StrÄomungen
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² Galvanisieren

² Fluidmechanik

² Reduktion desLuftwiderstandes

² UmformvorgÄange
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Kapitel 8

Quellco des

8.1 TR

8.1.1 es gauss: Eliminationsv erfahren von Gauss
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8.1.2 comp all: Durc hf Äuhren aller Schritte

8.1.3 comp kg: Erstellen der Gesamtstei¯gk eitsmatrix
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8.1.4 putkp: Matrix zur Gesamtstei¯gk eitsmatrix addieren

8.1.5 delro ws: Fixierte Zeilen lÄoschen
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8.1.6 delcols: Fixierte Spalten lÄoschen

8.1.7 insro ws: Reduzierte Matrix mit Nullzeilen ergÄanzen

8.2 solve ges

8.2.1 Vorb ereitung

global points elements fixed f_external;

load problem points elements fixed f_external;

global f dehnung spannung k u fred kred ured;
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8.2.2 Erzeugen der Gesamtstei¯gk eitsmatrix

printf("k\n");

k = zeros(rows(points)*3, rows(points)*3);

for i = 1:rows(elements)
cos1 = points(elements(i,2),1) - points(elements(i,1),1);
cos2 = points(elements(i,2),2) - points(elements(i,1),2);
cos3 = points(elements(i,2),3) - points(elements(i,1),3);

l = sqrt(cos1^2 + cos2^2 + cos3^2);

cos1 = cos1/l;
cos2 = cos2/l;
cos3 = cos3/l;

kelemq = [cos1*cos1, cos1*cos2, cos1*cos3; \
cos2*cos1, cos2*cos2, cos2*cos3; \
cos3*cos1, cos3*cos2, cos3*cos3];

kelemq = kelemq*(elements(i,3)/l);
# ^E*A

k((elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3) , \
(elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3)) = \
k((elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3) , \
(elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3)) + kelemq;

k((elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3) , \
(elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3)) = \
k((elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3) , \
(elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3)) - kelemq;

k((elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3) , \
(elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3)) = \
k((elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3) , \
(elements(i,1)*3-2):(elements(i,1)*3)) - kelemq;

k((elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3) , \
(elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3)) = \
k((elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3) , \
(elements(i,2)*3-2):(elements(i,2)*3)) + kelemq;

endfor

8.2.3 Erstellen von fred und kred

printf("kred\n");

kred = k;
for i = 1:rows(f_external)

fred(i*3-2:i*3,1) = f_external(i,1:3)';
endfor

n = 1;
for i = 1:rows(fixed)
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for j = 1:3
if (fixed(i,j))

kred(n,:) = [];
kred(:,n) = [];
fred(n) = [];

else
n++;

endif
endfor

endfor

8.2.4 LÄosen des Gleic hungssystems

printf("solving equation\n");

ured = kred \ fred;

8.2.5 uges und fges bestimmen

printf("u\n");

n = 1;
uges = zeros(rows(fixed)*3,1);
for i = 1:rows(fixed)

for j = 1:3
if (!fixed(i,j))

uges(3*(i-1)+j) = ured(n);
n++;

endif
endfor

endfor

printf("f\n");

fges = k * uges;

8.2.6 u und f (jede Zeile ein Vektor) erzeugen

u = zeros(rows(points),3);
f = zeros(rows(points),3);
for i = 1:rows(points)

u(i,1:3) = [uges(3*i-2),uges(3*i-1),uges(3*i)];
f(i,1:3) = [fges(3*i-2),fges(3*i-1),fges(3*i)];

endfor
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8.2.7 Dehn ung und Spannung berechnen

printf("Dehnung\n");

dehnung = zeros(rows(elements),1);
for i = 1:rows(elements)

v = points(elements(i,1),1:3) - points(elements(i,2),1:3);
vu = (points(elements(i,1),1:3) + u(elements(i,1),1:3)) - \

(points(elements(i,2),1:3) + u(elements(i,2),1:3));
l = sqrt(v(1)^2 + v(2)^2 + v(3)^2);
lu = sqrt(vu(1)^2 + vu(2)^2 + vu(3)^2);
dehnung(i) = (lu - l)/l;

endfor

printf("Spannung\n");

spannung = dehnung .* elements(:,3);

8.2.8 Speichern und beenden

printf("Speichern\n");

save -ascii results u f dehnung spannung;

printf("done.\n");

8.3 fg uvdome

#!/usr/bin/octave -qf

# creates an uv-dome (half of a "globus")
#
# Parameters: ucount vcount diagonals
#
# (This element generator assumes that
# the y-axis is vertical and points upward.)

ucount = eval(argv{1});
vcount = eval(argv{2});

if (rows(argv)>2)
if (strcmp(argv(3), "no-diagonal"))

right_diagonal = 0;
left_diagonal = 0;

elseif (strcmp(argv(3), "left-diagonal"))
right_diagonal = 0;
left_diagonal = 1;

elseif (strcmp(argv(3), "right-diagonal"))
right_diagonal = 1;
left_diagonal = 0;
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elseif (strcmp(argv(3), "both-diagonal"))
right_diagonal = 1;
left_diagonal = 1;

elseif (strcmp(argv(3), "no-diagonal"))
# erstellt statisch unterbestimmtes Fachwerk!
right_diagonal = 0;
left_diagonal = 0;

else
error("Unknown Option %s\n", argv(3));

endif
else

right_diagonal = 1;
left_diagonal = 0;

endif

global points = zeros(ucount*vcount+1,3);
global elements = zeros(0,3);
uvpoints = zeros(ucount,vcount+1);

i = 0;
for u = 1:ucount

x=cos(2*pi/ucount*(u-1));
z=sin(2*pi/ucount*(u-1));
for v = 1:vcount

i++;
uvpoints(u,v)=i;
y=sin(pi/2/vcount*(v-1));
r=cos(pi/2/vcount*(v-1));
points(i,1:3) = [x*r,y,z*r];

endfor
uvpoints(u,vcount+1)=ucount*vcount+1;

endfor
points(++i,1:3) = [0,1,0];

#Erstellen der Elemente

i=0;
for u = 1:ucount

for v = 1:vcount
i++;
elements(i,1:3) = [uvpoints(u,v), uvpoints(u,v+1), 1];

endfor
endfor

for v = 1:vcount
for u = 1:(ucount-1)

i++;
elements(i,1:3) = [uvpoints(u,v), uvpoints(u+1,v), 1];
if (right_diagonal & v < vcount) #Diagonale StÄabe (right-diagonal)

i++;
elements(i,1:3) = [uvpoints(u,v), uvpoints(u+1,v+1), 1];

endif
if (left_diagonal & v < vcount) #Diagonale StÄabe (left-diagonal)

i++;
elements(i,1:3) = [uvpoints(u+1,v), uvpoints(u,v+1), 1];
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endif
endfor
i++;
elements(i,1:3) = [uvpoints(ucount,v), uvpoints(1,v), 1];
if (right_diagonal & v < vcount) #Diagonale StÄabe (right-diagonal)

i++;
elements(i,1:3) = [uvpoints(ucount,v), uvpoints(1,v+1), 1];

endif
if (left_diagonal & v < vcount) #Diagonale StÄabe (right-diagonal)

i++;
elements(i,1:3) = [uvpoints(1,v), uvpoints(ucount,v+1), 1];

endif
endfor

#Variablen fÄur weitere Informationen vorbereiten

global fixed = zeros(ucount*vcount+1,3);
global f_external = zeros(ucount*vcount+1,3);

#Speichern

save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.4 imp ort raw

#!/usr/bin/octave -qf

# Imports raw-Triangle format
#
# Parameter: filename of raw-file
#
# The raw-Triangle-file is an ascii-file which conatins
# for every triangle one line. In each line are 9
# floats seperated by a whitespace.
#
# This importer changes the coordinatesystem used by
# blender in to the povray coordinatesysten.

global points elements;

function number = point_number(coordinates)
global points;

for i=rows(points):-1:1
if (points(i,1:3) == coordinates')

number = i;
return;

endif
endfor

number = rows(points)+1;
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points(number,1:3) = coordinates';
endfunction

function add_element(point1, point2)
global elements;
for i = rows(elements):-1:1

if ( ((elements(i,1) == point1) & (elements(i,2) == point2)) | \
((elements(i,2) == point1) & (elements(i,1) == point2)) )

return
endif

endfor
elements(rows(elements)+1,1:3) = [point1, point2, 1];

endfunction

rawfilename = argv{1};
rawfile = fopen(rawfilename, "rt");

[triangles, count] = fscanf(rawfile, " %f ");

for i=1:(count/9)
corner1 = point_number(triangles(i*9-8:i*9-6));
corner2 = point_number(triangles(i*9-5:i*9-3));
corner3 = point_number(triangles(i*9-2:i*9-0));

add_element(corner1, corner2);
add_element(corner2, corner3);
add_element(corner3, corner1);

endfor

#Convert coordinate system:
points(:,2:3) = points(:,3:-1:2);

global fixed = zeros(rows(points),3);
global f_external = zeros(rows(points),3);

#Speichern
save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.5 imp ort edgesraw

#!/usr/bin/octave -qf

# Imports edgesraw format (exported by a blender modul)
#
# Parameter: filename of edgesraw-file
#
# An edgesraw-file is an ascii file containing
# a list of vertices and a list of edges.
#
# This importer changes the coordinatesystem used by
# blender in to the povray coordinatesystem.
#
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# The edgesraw-file may contain doubled edges, this
# script deletes them.

global points elements;

function add_element(point1, point2)
global elements;
for i = rows(elements):-1:1

if ( ((elements(i,1) == point1) & (elements(i,2) == point2)) | \
((elements(i,2) == point1) & (elements(i,1) == point2)) )

return
endif

endfor
elements(rows(elements)+1,1:3) = [point1, point2, 1];

endfunction

rawfilename = argv{1};
rawfile = fopen(rawfilename, "rt");

fscanf(rawfile, "Object %s ");
fscanf(rawfile, "Vertices ");

[vertices, count] = fscanf(rawfile, " %f ");

for i=1:(count/3)
points(i,1:3) = vertices(i*3-2:i*3)';

endfor

fscanf(rawfile, "Edges");

[edges, count] = fscanf(rawfile, " %d");

for i=1:(count/2)
#The indices of blenders vertizes are based on 0,
#the matrizes of octave are based on 1.
add_element(edges(i*2-1)+1, edges(i*2)+1);

endfor

#Convert coordinate system:
points(:,2:3) = points(:,3:-1:2);

global fixed = zeros(rows(points),3);
global f_external = zeros(rows(points),3);

#Speichern
save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.6 ¯x base

#!/usr/bin/octave -qf

# Fixes all points witch have y=0
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# (again assuming the y-axis is vertical)

global points elements fixed f_external;
load problem points elements fixed f_external;

for i = 1:rows(points)
if (points(i,2) == 0)

fixed(i,1:3) = [1,1,1];
endif

endfor

save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.7 ¯x poin t

#!/usr/bin/octave -qf

# Fixes a given point (or even several points).
#
# Parameters: point_x point_y point_z fix_x fix_y fix_z
# The first three parameters represent the coordinates
# fix_x to fix_z are booleans. They can be omitted,
# if so, they are assumed to be 1 (true).
#
# Because in nummerics sqrt(2) is not always sqrt(2), the
# coordinates of the points are compared with a little
# tolerance. (See Variable precision.)
#
# You can use the string "all" instead of a point-coordinate.
# In this case, the coordinates marked with "all" wont
# be compared with the points.
# Example: 5 all 8
# will fix all points that have the coordinates
# x=5 and z=8. The y coordinate of the points don't matter.

if (!strcmp(argv{1}, "all"))
point_x = eval(argv{1});

endif
if (!strcmp(argv{2}, "all"))

point_y = eval(argv{2});
endif
if (!strcmp(argv{3}, "all"))

point_z = eval(argv{3});
endif

if (nargin >= 6)
fix_x = eval(argv{4});
fix_y = eval(argv{5});
fix_z = eval(argv{6});

else
fix_x = fix_y = fix_z = 1;

endif
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precision = 0.00001;

global points elements fixed f_external;

load problem points elements fixed f_external;

for i=1:rows(f_external)
if ( \

(!exist("point_x","var") || \
( points(i,1)>=point_x-precision & points(i,1)<=point_x+precision) ) & \
(!exist("point_y","var") || \
( points(i,2)>=point_y-precision & points(i,2)<=point_y+precision) ) & \
(!exist("point_z","var") || \
( points(i,3)>=point_z-precision & points(i,3)<=point_z+precision) ) \
)
fixed(i,1:3) = [fix_x, fix_y, fix_z];

endif
endfor

save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.8 ¯x below0

#!/usr/bin/octave -qf

# Fixes all points with y<=0
# (Fixes all points under the "floor", assuming
# y is the vertical axe and points upward.)

global points elements fixed f_external;

load problem points elements fixed f_external;

for i = 1:rows(points)
if (points(i,2) <= 0)

fixed(i,1:3) = [1,1,1];
endif

endfor

save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.9 f 0

#!/usr/bin/octave -qf

# Sets all external forces to 0
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global points elements fixed f_external;
load problem points elements fixed f_external;
f_external = zeros(rows(f_external),3);
save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.10 f all

#!/usr/bin/octave -qf

# Adds to the forces in all points the given vector
#
# Parameters: force_x force_y force_z

force_x = eval(argv{1});
force_y = eval(argv{2});
force_z = eval(argv{3});

global points elements fixed f_external;

load problem points elements fixed f_external;

f_external(:,1) = f_external(:,1) + force_x*ones(rows(f_external),1);
f_external(:,2) = f_external(:,2) + force_y*ones(rows(f_external),1);
f_external(:,3) = f_external(:,3) + force_z*ones(rows(f_external),1);

save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.11 f grav

#!/usr/bin/octave -qf

# Adds a gravitational force to all points
# assuming the y-axis points upwards
#
# Parameters: force
#
# The force-vector [0,-force,0] is added to all
# points

force = eval(argv{1});
global points elements fixed f_external;
load problem points elements fixed f_external;
f_external(:,2) = f_external(:,2) - force*ones(rows(f_external),1);
save -ascii problem points elements fixed f_external;
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8.12 f poin t

#!/usr/bin/octave -qf

# Sets the external force of a given point (or even several points).
#
# Parameters: point_x point_y point_z force_x force_y force_z
# The first three parameters represent the coordinates
# of the point. The others are the force-vector to be added.
#
# Because in nummerics sqrt(2) is not always sqrt(2), the
# coordinates of the points are compared with a little
# tolerance. (See Variable precision.)
#
# You can use the string "all" instead of a point-coordinate.
# In this case, the coordinates marked with "all" won't
# be compared with the points.
# Example: 5 all 8
# will modify all points that have the coordinates
# x=5 and z=8. The y coordinates of the points don't matter.

if (!strcmp(argv{1}, "all"))
point_x = eval(argv{1});

endif
if (!strcmp(argv{2}, "all"))

point_y = eval(argv{2});
endif
if (!strcmp(argv{3}, "all"))

point_z = eval(argv{3});
endif

force_x = eval(argv{4});
force_y = eval(argv{5});
force_z = eval(argv{6});

precision = 0.00001;

global points elements fixed f_external;
load problem points elements fixed f_external;

for i=1:rows(f_external)
if ( \

(!exist("point_x","var") || \
( points(i,1)>=point_x-precision & points(i,1)<=point_x+precision) ) & \
(!exist("point_y","var") || \
( points(i,2)>=point_y-precision & points(i,2)<=point_y+precision) ) & \
(!exist("point_z","var") || \
( points(i,3)>=point_z-precision & points(i,3)<=point_z+precision) ) \
)
f_external(i,1:3) = f_external(i,1:3) + [force_x, force_y, force_z];

endif
endfor

save -ascii problem points elements fixed f_external;
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8.13 mo dify problem

#!/usr/bin/octave -qf

# Loads the problem-data, which then can be
# modified interactively by the user. The changes
# are saved on exiting.

global points elements fixed f_external;

load problem points elements fixed f_external;

disp("Now you can modify the matrices\npoints, elements, fixed and f_external.");
disp("Enter exit to save the changes and exit.");
disp("");

printf("The model contains %dpoints and %delements\n", \
rows(points), rows(elements));

keyboard("modify problem> ");

save -ascii problem points elements fixed f_external;

8.14 povmo del

#!/usr/bin/octave -qf

# Creates the file "model.inc" which contains
# - a cylinder-model of the former construction
# - a cylinder-model of the result (if the file results exists)
# nicely collored
# - a set of fix_balls which label fixed points
# - vectors which label the external forces
#
# Created POV-Rayobjects:
# - cylinder_model: The construction built out of cylinders
# - cylinder_model_result: resulting construction
# - fix_balls: spheres placed on every fixed point
# - f_external_vectors: Arrows showing the external forces
# (The vectors are placed on the cylinder_model.)
# - f_external_vectors_result: Vectors placed on
# cylinder_model_result
#
# Options:
# For all this option standard values are defined in
# the include file. If you wish to use your own
# values, declare them before including the include!
# - cylinder_radius: float
# - cylinder_result_texture: macro
# (parameter: value between 0 and 1; returns texture)
# - fix_ball_radius: float
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# - f_external_vector_factor: float
# - f_external_vector: macro
# (parameters: position force; returns an arrow)
#

global points elements fixed f_external;
load problem points elements fixed f_external;

if (file_in_loadpath("results"))
global f u dehnung spannung;
load results f u dehnung spannung;
process_results = 1;

else
process_results = 0;

endif

povfile = fopen("model.inc", "wt");

fprintf(povfile, "#ifndef (cylinder_radius) #declare cylinder_radius = 0.01; #end\n");

fprintf(povfile, "#declare cylinder_model = union {\n");
for i = 1:rows(elements)

x1 = points(elements(i,1),1);
y1 = points(elements(i,1),2);
z1 = points(elements(i,1),3);
x2 = points(elements(i,2),1);
y2 = points(elements(i,2),2);
z2 = points(elements(i,2),3);
fprintf(povfile, " cylinder { <%f, %f, %f> <%f, %f, %f> cylinder_radius }\n", \

x1, y1, z1, \
x2, y2, z2 \

);
endfor
fprintf(povfile, "}\n");

fprintf(povfile, "\n");

if (process_results)

fprintf(povfile, "#ifndef (cylinder_result_texture)\
#macro cylinder_result_texture(value) texture { pigment { \
color rgb <min(2*value,1),min(2-2*value,1),0> } } #end #end\n");

spannung_relative = abs(spannung) / max(abs(spannung));
fprintf(povfile, "#declare cylinder_model_result = union {\n");
for i = 1:rows(elements)

x1 = points(elements(i,1),1) + u(elements(i,1),1);
y1 = points(elements(i,1),2) + u(elements(i,1),2);
z1 = points(elements(i,1),3) + u(elements(i,1),3);
x2 = points(elements(i,2),1) + u(elements(i,2),1);
y2 = points(elements(i,2),2) + u(elements(i,2),2);
z2 = points(elements(i,2),3) + u(elements(i,2),3);

fprintf(povfile, " cylinder { <%f, %f, %f> <%f, %f, %f> \
cylinder_radius cylinder_result_texture(%f) }\n", \
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x1, y1, z1, \
x2, y2, z2, \
spannung_relative(i) \

);

endfor
fprintf(povfile, "}\n");

endif

fprintf(povfile, "\n");

fprintf(povfile, "#ifndef (fix_ball_radius) #declare fix_ball_radius = \
cylinder_radius*2; #end\n");

fprintf(povfile, "#declare fix_balls = union {\n");
for i = 1:rows(fixed)

if (fixed(i,1) & fixed(i,2) & fixed(i,3))
fprintf(povfile, " sphere { <%f, %f, %f> fix_ball_radius }\n", \

points(i,1), points(i,2), points(i,3) \
);

endif
endfor
fprintf(povfile, "}\n");

fprintf(povfile, "\n");

fprintf(povfile, "#ifndef (f_external_vector_factor) \
#declare f_external_vector_factor = %f; #end\n", 1/max(max(abs(f_external))));

fprintf(povfile, "#ifndef (f_external_vector) \n\
#macro f_external_vector(p,f) \n\

union{ \n\
#local f = f*f_external_vector_factor; \n\
cylinder { p, p+f-vnormalize(f)*2*cylinder_radius, cylinder_radius } \n\
cone { p+f-vnormalize(f)*2*cylinder_radius, 2*cylinder_radius, p+f, 0 } \n\

} \n\
#end \n\

#end\n");

fprintf(povfile, "#declare f_external_vectors = union {\n");
for i = 1:rows(f_external)

if (f_external(i,1) | f_external(i,2) | f_external(i,3))
fprintf(povfile, " f_external_vector(<%f,%f,%f>, <%f,%f,%f>)\n", \

points(i,1), points(i,2), points(i,3), \
f_external(i,1), f_external(i,2), f_external(i,3) \

);
endif

endfor
fprintf(povfile, "}\n");

if (process_results)
fprintf(povfile, "#declare f_external_vectors_result = union {\n");
for i = 1:rows(f_external)

if (f_external(i,1) | f_external(i,2) | f_external(i,3))
fprintf(povfile, " f_external_vector(<%f,%f,%f>, <%f,%f,%f>)\n", \
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points(i,1)+u(i,1), points(i,2)+u(i,2), points(i,3)+u(i,3), \
f_external(i,1), f_external(i,2), f_external(i,3) \

);
endif

endfor
fprintf(povfile, "}\n");

endif

8.15 example.p ov

#include "colors.inc"

/* -- camera -- */

// Perspective camera

camera {
location <5,-2,-10>
look_at <5,-2,0>

}

// orthographic camera
/*
camera {

orthographic
location <5,-2,-10>
up <0,3,0>*3
right <4,0,0>*3

}
*/

// orthographic camera
/*
camera {

orthographic
location <8,-2,-10>
up <0,3,0>*3
right <4,0,1>*3
direction <-1,0,4>

}
*/

//parallel projection
//This camera uses rays not perpendicular to the projection plane.
//The vista buffer won't work with this camera. You have to shut it off
//with the commandline option -UV
/*
camera {

orthographic
location <8,0,-10>
up <0,3,0>*4
right <4,0,0>*4
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direction <-1,-1,4>
}
*/

/* -- light source -- */
/* If you do not use ambient 1, put a

light_source at the position of the
camera. Using a light source and
ambient < 1 looks less flat. */

light_source {
<5,-2,-10> // the location of the light_source
color White
shadowless

}

/* -- background -- */
/* Choose a background color */

background { color White }
//background { color Black }

/* -- Default texture -- */
/* You probably want to choose a good mixture between

diffuse and ambient lightning. */

#default {
texture {

finish {
//ambient 1
//ambient 0.8
ambient 0.5
//ambient 0.2
//ambient 0.1 //povray default
//ambient 0

diffuse 0.5
//diffuse 0.6 //povray default
//diffuse 1

//brilliance 1 //povray default
//brilliance 2
//brilliance 4

}
}

}

/* -- model options --*/

/* The following option can be omitted. The include file
defines more or less useful default values. */

//Radius used for the cylinders of the model
//#declare cylinder_radius = 0.08;
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//This macro computes the color/texture of a cylinder out of
//a value from 0 to 1 representing the tension
//Default defined by the include-file:
//#macro cylinder_result_texture(value)
//texture { pigment { color rgb <min(2*value,1),min(2-2*value,1),0> } }
//#end
//grayscale
//#macro cylinder_result_texture(value)
//texture { pigment { color rgb 1-value } }
//#end

//Size of the balls marking fixed points
//#declare fix_ball_radius = cylinder_radius*2;

//The length of the external force vectors are multiplied
//with this factor on order to get the length of the arrows
//of f_external_vectors
//#declare f_external_vector_factor = 200;

//If you want to create your own force vectors, modify this macro
//p is the position of the vector and f the vector itself.
//#macro f_external_vector(p,f)
// union{
// #local f = f*f_external_vector_factor;
// cylinder { p, p+f-vnormalize(f)*2*cylinder_radius, cylinder_radius }
// cone { p+f-vnormalize(f)*2*cylinder_radius, 2*cylinder_radius, p+f, 0 }
// }
//#end

/* -- Include -- */

//Remark: Most options must be defined before including this file!

#include "model.inc"

/* Construction without forces, before computation */

//insert the construction. You should define a texture.
object { cylinder_model pigment { rgbt <1,1,1,0.5> } }

/* Resulting construction, already coloured by the inlude file */

//Insert construction only if available in the included file
//(Define the texture with the #default statement or
//the macro "cylinder_result_texture" above.)
#ifdef (cylinder_model_result)
object { cylinder_model_result }
#end

/* Balls at fixed points */

//Insert the balls and define there texture.
//(To chhange the size of the balls, set the option "fix_ball_radius" above.)
object { fix_balls pigment { color Black } }

75



/* external force vectors */

//Insert the vectors
#ifdef (f_external_vectors_result)
object { f_external_vectors_result pigment { color Blue } }
//Vectors attached on the resulting construction
#else
object { f_external_vectors pigment { color Blue } }
//Vectors attached on the construction befor computation
#end

/* end */

8.16 edgesraw exp ort.p y

import Blender
import sys

# dump-- the object dumper f: File, o: object
def dump(f, o):

if o.block_type == 'NMesh' :
mesh = Blender.NMesh.GetRaw(o.name)
# Vertex Coordinate header
f.write("Vertices\n")
# Verticies
for vert in mesh.verts:

f.write(`vert.co[0]` + " " + `vert.co[1]` + " " + `vert.co[2]` + "\n")
f.write("Edges\n")
for face in mesh.faces:

if len(face.v) == 2 or face.v[2] < 0:
f.write(`face.v[0].index` + " " + `face.v[1].index` + "\n")

elif len(face.v) == 3 or face.v[3] < 0:
f.write(`face.v[0].index` + " " + `face.v[1].index` + "\n")
f.write(`face.v[1].index` + " " + `face.v[2].index` + "\n")
f.write(`face.v[2].index` + " " + `face.v[1].index` + "\n")

else:
f.write(`face.v[0].index` + " " + `face.v[1].index` + "\n")
f.write(`face.v[1].index` + " " + `face.v[2].index` + "\n")
f.write(`face.v[2].index` + " " + `face.v[3].index` + "\n")
f.write(`face.v[3].index` + " " + `face.v[0].index` + "\n")

# Objects to export: Use the set of selected objects
objectsToExport = Blender.Object.GetSelected()

# Create a file for output
filename = Blender.Get('filename') + '.edgesraw'
print('Exporting ' + filename)

fout = open(filename, 'w')

# Go through the objects and export them
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for ob in objectsToExport:
# output object header
print('Exporting Object ' + ob.name)
fout.write("Object " + ob.name + "\n")
dump(fout, ob.data)

# Close the file
fout.close();

print('Done!')
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